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میان ترم آزمون پاسخ

      

است. شده تنظیم سوال آن مصحح توسط سوال هر پاسخ

١ سوال پاسخ

که کنید توجه ابتدا

d

dt
(γ(t)× γ′(t)) = γ′(t)× γ′(t) + γ(t)× γ′′(t) = γ(t)× (a(t)γ(t))

= a(t)γ(t)× γ(t) = ٠.

نمره). ۵) c ∈ R٣ برخͬ برای ،γ(t)× γ′(t) = c یعنͬ بود، خواهد ثابت برداری γ(t)× γ′(t) بنابراین،
بͽیرید: نظر در c ثابت بردار برای را زیر حالت دو

داریم: عمودند، یͺدیͽر بر γ(t)× γ′(t) و γ(t) بردارهای که آن جا از :c ̸= ٠ حالت آ)

(γ(t)× γ′(t)) • γ(t) = ٠ ⇒ c • γ(t) = ٠ ⇒ c١γ١(t) + c٢γ٢(t) + c٣γ٣(t) = ٠.

قرار صفحه این در و ͬ کند، م صدق c١x + c٢y + c٣z = ٠ صفحه ی معادله در خم این بنابراین،
نمره). ١٠) ͬ گیرد م

درنتیجه، .γ′(t) = α(t)γ(t) که گرفت نتیجه ͬ توان م γ(t) ̸= ٠ این که به باتوجه :c = ٠ حالت ب)
γ′

١(t) = α(t)γ١(t)
γ′

٢(t) = α(t)γ٢(t)
γ′

٣(t) = α(t)γ٣(t)
⇒


γ١(t) = η١e

∫ t
٠ α(τ)dτ

γ٢(t) = η٢e
∫ t

٠ α(τ)dτ

γ٣(t) = η٣e
∫ t

٠ α(τ)dτ

ͬ گیرد. م قرار صفحه ͷی در درنتیجه، ͬ گیرد، م قرار مبدا گذر خط ͷی روی γ(t) بنابراین،

١



میان ترم آزمون پاسخ

٢ سوال پاسخ

داریم: شده داده عبارت در جای گذاری با . ∂y
∂u

= y و ∂x
∂u

= x ͬ دانیم م (٢. ١)

x
∂٢z

∂x٢ + (y − x)
∂٢z

∂x∂y
− y

∂٢z

∂y٢

=
∂x

∂u

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
+

∂y

∂u

∂٢z

∂x∂y
− ∂x

∂u

∂٢z

∂x∂y
− ∂y

∂u

∂

∂y

(
∂z

∂y

)
,

داریم: بالا عبارت از هستند، پیوسته دوم مرتبه پاره ای مشتقات چون نمره). ٣)

x
∂٢z

∂x٢ + (y − x)
∂٢z

∂x∂y
− y

∂٢z

∂y٢

=
∂x

∂u

∂

∂x

(
∂z

∂x
− ∂z

∂y

)
+

∂y

∂u

∂

∂y

(
∂z

∂x
− ∂z

∂y

)
=

∂

∂u

(
∂z

∂x
− ∂z

∂y

)
,

نمره). ٧)
داریم: ∂y

∂v
= −eu و ∂x

∂v
= eu این که به توجه با (٢. ٢)

∂z

∂v
=

∂z

∂x

∂x

∂v
+

∂z

∂y

∂y

∂v
=

∂z

∂x
eu − ∂z

∂y
eu = eu

(
∂z

∂x
− ∂z

∂y

)
⇒ ∂z

∂x
− ∂z

∂y
= e−u∂z

∂v
, (٠. ١)

داریم: سوال، اول قسمت از آمده به دست معادله در (٠. ١) جای گذاری با نمره). ٣)

x
∂٢z

∂x٢ + (y − x)
∂٢z

∂x∂y
− y

∂٢z

∂y٢ =
∂

∂u

(
∂z

∂x
− ∂z

∂y

)
=

∂

∂u

(
∂z

∂v
e−u

)
=

∂٢z

∂u∂v
e−u − ∂z

∂v
e−u

= e−u

(
∂٢z

∂u∂v
− ∂z

∂v

)
نمره). ٧)

٢



میان ترم آزمون پاسخ

٣ سوال پاسخ

دماسنج که دمایی ،T ◦ γ : R → R تابع بͽیرد. نظر در دماسنج حرکت مسیر را γ(t) خم (٣. ١)
با است برابر t = ٠ در دما تغییرات نرخ لذا، ͬ کند. م محاسبه را ͬ دهد م نشان t لحظه ی در

(T ◦ γ)′ (٠) = γ′(٠) • ∇T (γ(٠)) =
∥∥∥∥∇T

(
١√

٣
,

١√
٣
,

١√
٣

)∥∥∥∥ ∥γ′(٠)∥ cos θ

توجه نمره). ٢) است γ′(٠) و ∇T
(

١√
٣ ,

١√
٣ ,

١√
٣

)
=

(
٢√

٣ ,
٢√

٣ ,
۴√

٣

)
بردارهای میان زاویه θ آن در که

و اگر ͬ شود م بیشینه cos θ و شود، بیشینه cos θ اگر تنها و اگر ͬ شود م بیشینه دما تغییرات نرخ که داریم
زاویه یعنͬ ،θ آن، ازای به که است جهتͬ سوال، از قسمت این نظر مورد جهت لذا، شود. کمینه θ اگر تنها
جهت در γ′(٠) که است کمینه صورتͬ در θ دیͽر، طرف از شود. کمینه ،

(
٢√

٣ ,
٢√

٣ ,
۴√

٣

)
و γ′(٠) بین

نمره). ۴) باشد P صفحه ی روی ∇T (γ(٠)) =
(

٢√
٣ ,

٢√
٣ ,

۴√
٣

)
بردار تصویر

٣



میان ترم آزمون پاسخ

داشت خواهیم دهیم، نمایش projP (∇T (γ(٠))) با Pرا صفحه ی T∇روی (γ(٠)) بردار تصویر اگر پس

proj( ١√
٣ ,

١√
٣ ,

١√
٣

)(∇T (γ(٠))) =

(
٢√

٣ ,
٢√

٣ ,
۴√

٣

)
•
(

١√
٣ ,

١√
٣ ,

١√
٣

)
∥∥∥( ١√

٣ ,
١√

٣ ,
١√

٣

)∥∥∥٢

(
١√

٣
,

١√
٣
,

١√
٣

)

=
٨
٣

(
١√

٣
,

١√
٣
,

١√
٣

)
,

نتیجه، در نمره). ٢)

projP (∇T (γ(٠))) = ∇T (γ(٠))− proj( ١√
٣ ,

١√
٣ ,

١√
٣

)(∇T (γ(٠)))

=

(
٢√

٣
,

٢√
٣
,

۴√
٣

)
− ٨

٣

(
١√

٣
,

١√
٣
,

١√
٣

)
=

٢
٣
√

٣
(−١−,١, ٢) .

نمره). ٢) است سوال از قسمت این نظر مورد جهت (−١−,١, ٢) بنابراین،
نتیجه، در .T ◦ γ(t) با است برابر t زمان در دماسنج توسط شده داده نمایش دمای که داریم توجه (٣. ٢)

(T ◦ γ)′ (t) = ∇T (γ(t))γ′(t) = ∇T (γ(t)) • ∇T (γ(t))

∥∇T (γ(t))∥٢ = ١,

طرفͬ، از نمره). ٣) T ◦ γ(t) = t+ c نتیجه، در نمره). ۵)

T ◦ γ(٠) = c ⇒ T (١, ٠, ٠) = c ⇒ c = ١,

این ترتیب، به نمره). ١)
T ◦ γ(t) = t+ ١ ⇒ T ◦ γ(٢٠) = ٢١,

نمره). ١)

۴



میان ترم آزمون پاسخ

۴ سوال پاسخ

گرفتن نظر در با (١ .۴)
F (x, y, z, u, v) := xy٢ + zu+ u٢ − ٣
G(x, y, z, u, v) := x٣z + ٢y − uv − ٢
H(x, y, z, u, v) := xv + yu− xyz − ١,

کنیم: محاسبه را ∂(F,G,H)
∂(x,y,z)

|(١,١,١,١,١) مقدار باید

∂(F,G,H)

∂(x, y, z)
|(١,١,١,١,١) = det

 ∂F
∂x

∂F
∂y

∂F
∂z

∂G
∂x

∂G
∂y

∂G
∂z

∂H
∂x

∂H
∂y

∂H
∂z


|(١,١,١,١,١)

= det

 y٢ ٢xy u
٣x٢z ٢ x٣

v − yz u− xz −xy


|(١,١,١,١,١)

نمره) ۵)

= det

١ ٢ ١
٣ ٢ ١
٠ ٠ −١

 نمره) ۴)

= ۴ ̸= ٠. نمره) ١)

v و u از مشتق پذیر توابعͬ برحسب را z و y ،x متغیرهای ͬ توان م ضمنͬ تابع قضیه مطابق نتیجه، در
نوشت.
(٢ .۴)١ ٢ ١

٣ ٢ ١
٠ ٠ −١

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v

 =

−٣ ٠
١ ١
−١ −١

 ⇒

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v

 =

١ ٢ ١
٣ ٢ ١
٠ ٠ −١

−١ −٣ ٠
١ ١
−١ −١

 ,

داریم: وارون ماتریس محاسبه با نمره). ٢)١ ٢ ١
٣ ٢ ١
٠ ٠ −١

−١

=

−١
٢

١
٢ ٠

٣
۴ −١

۴
١
٢

٠ ٠ −١

 ,

این ترتیب، به نمره). ٣)∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v

 =

−١
٢

١
٢ ٠

٣
۴ −١

۴
١
٢

٠ ٠ −١

−٣ ٠
١ ١
−١ −١


=

 ٢ ١
٢

−٣ −٣
۴

١ ١

 , نمره) ۵).

۵



میان ترم آزمون پاسخ

ͬ گیریم: م مشتق u به نسبت سوم معادله از (٣ .۴)

∂x

∂u
v +

∂y

∂u
u+ y − ∂x

∂u
yz − x

∂y

∂u
z − xy

∂z

∂u
= ٠,

ͬ گیریم: م مشتق u به نسبت دیͽر یͷ بار بالا، عبارت از نمره). ٣)

∂٢x

∂u٢v +
∂٢y

∂u٢u+
∂y

∂u
+

∂y

∂u
− ∂٢x

∂u٢yz −
∂x

∂u

∂y

∂u
z − ∂x

∂u
y
∂z

∂u
− ∂x

∂u

∂y

∂u
z − x

∂٢y

∂u٢ z

− x
∂y

∂u

∂z

∂u
− ∂x

∂u
y
∂z

∂u
− x

∂y

∂u

∂z

∂u
− xy

∂٢z

∂u٢ = ٠,

نمره). ٢) ∂٢z
∂u٢ = ٨ داریم قبل قسمت از آمده به دست مقادیر جای گذاری و ساده سازی با نمره). ۵)

۶



میان ترم آزمون پاسخ

۵ سوال پاسخ

که داریم توجه ابتدا

∇f(x,y) =

[∂f
∂x
∂f
∂y

]
=

[
٢x(١ + x٢ + y٢)ex

٢−y٢

٢y(١ − y٢ + x٢)ex
٢−y٢

]
,

∇٢f(x,y) =

[
∂٢f
∂x٢

∂٢f
∂x∂y

∂٢f
∂y∂x

∂٢f
∂y٢

]

=

[
٢ + ١٠x٢ + ٢y٢ + ۴x۴ + ۴x٢y٢ −۴x٣y − ۴xy٣

−۴x٣y − ۴xy٣ ٢ − ١٠y٢ − ٢x٢ + ۴y۴ + ۴x٢y٢

]
ex

٢−y٢
.

کنیم. حل را ∇f(x, y) = ٠ معادلات دستگاه که است کافͬ بحرانͬ، نقاط محاسبه برای (١ .۵)

∇f(x, y) =

[
٠
٠

]
⇒

[
٢x(١ + x٢ + y٢)
٢y(١ − y٢ + x٢)

]
ex

٢−y٢
=

[
٠
٠

]
⇒ x = ٠, y = ١±,٠.

.P٣ = (٠, ١) و P٢ = (١−,٠) ،P١ = (٠, ٠) از عبارتند تابع بحرانͬ نقاط بنابراین،
داریم: P١ = (٠, ٠) نقطه ی برای

∇٢f(٠, ٠) =
[

٢ ٠
٠ ٢

]
⇒

{
A = ٢ > ٠
B٢ − AC = −۴ < ٠

است. نسبی (مینیمم) کمینه کننده ی ͷی P١ = (٠, ٠) نتیجه در
داریم: P٢ = (٠, ١) نقطه ی برای

∇٢f(٠, ١) =
[

۴e−١ ٠
٠ −۴e−١

]
⇒

{
A = ۴e−١ > ٠
B٢ − AC = ١۶e−٢ > ٠

است. زینͬ نقطه ی ͷی P٢ = (٠, ١) نتیجه در
داریم: P٣ = (١−,٠) نقطه ی برای

∇٢f(١−,٠) =
[

۴e−١ ٠
٠ −۴e−١

]
⇒

{
A = ۴e−١ > ٠
B٢ − AC = ١۶e−٢ > ٠

است. زینͬ نقطه ی ͷی P٣ = (١−,٠) نتیجه در
(٢ .۵)

f(x٠ + h, y٠ + k) ≈f(x٠, y٠) +
∂f

∂x
(x٠, y٠)h+

∂f

∂y
(x٠, y٠)k

+
١
٢

(
∂٢f

∂x٢ (x٠, y٠)h
٢ + ٢

∂٢f

∂x∂y
(x٠, y٠)hk +

∂٢f

∂y٢ (x٠, y٠)k
٢
)

⇒ f(٠٫٠١, ٠٫١) ≈f(٠, ٠) + ٠٫٠١
∂f

∂x
(٠, ٠) + ٠٫١

∂f

∂y
(٠, ٠)

+
١
٢

(
٠٫٠٠٠١

∂٢f

∂x٢ (٠, ٠) + ٠٫٠٠٢
∂٢f

∂x∂y
(٠, ٠) + ٠٫٠١

∂٢f

∂y٢ (٠, ٠)
)
,

٧



میان ترم آزمون پاسخ

کرده ایم محاسبه قبل قسمت در که (٠, ٠) نقطه ی در f تابع دوم و اول مرتبه جزئͬ مشتقات جایͽذاری با
داریم: بالا عبارت در

f(٠٫٠١, ٠٫١) ≈ ٠٫٠١٠١.

بارم بندی:
(١ .۵)

نمره. ١٠ هسͬ): ماتریس و (گرادیان دوم و اول مرتبه جزئͬ مشتقات محاسبه
نمره. ١٠ آن ها: نوع و بحرانͬ نقاط آوردن به دست

(٢ .۵)
نمره. ٨ آن: در جایͽذاری و دوم مرتبه تیلور بسط فرمول

نمره. ٢ آخر: جواب

٨



میان ترم آزمون پاسخ

۶ سوال پاسخ

است، پیوسته A روی f تابع و است، (فشرده) کران دار و بسته مجموعه ای A این که به توجه با (١ .۶)
نمره). ٢) است مطلق مینیمم و ماکزیمم دارای A مجموعه ی روی f تابع که گرفت نتیجه ͬ توان م

.f(x, y, z) = ٠ داریم ،A مرز روی نتیجه، در .z = ٠ با y = ٠ یا x = ٠ ،A مرزی نقاط در داریم توجه
لذا، .f(x, y, z) > ٠ نتیجه در و z > ٠ و y > ٠ ،x > ٠ داریم A مجموعه ی درونͬ نقاط در طرفͬ، از

نمره). ٣) دهد رخ A مجموعه ی مرزی نقاط در ͬ تواند نم f تابع مطلق ماکزیمم
ͬ دهد. نم رخ z = ٠ یا y = ٠ یا x = ٠ در f تابع مطلق ماکزیمم ͬ دانیم م ،(١ .۶) بخش مطابق (٢ .۶)
،g(x, y, z) = x + y + z − a = ٠ قید در صادق نقاط میان از را f تابع مطلق ماکزیمم باید بنابراین،
،∇g(x, y, z) =

[
١ ١ ١

]T ̸= ٠ این که به توجه با کنیم. جست جو z > ٠ و y > ٠ و x > ٠ که
در باید ،g(x, y, z) = ٠ قید در صادق نقاط روی f تابع ماکزیمم نقطه ی لاگرانژ، ضرایب قضیه طبق و

کند. صدق زیر معادلات دستگاه

{
∇f(x, y, z) = λ∇g(x, y, z)
g(x, y, z) = ٠ ⇒


yz = λ
xz = λ
xy = λ
x+ y + z = a

⇒
{

yz = xz = xy
x+ y + z = a

که گرفت نتیجه ͬ توان م بالا دستگاه از z ̸= ٠ و y ̸= ٠ ،x ̸= ٠ این که به توجه با نمره). ١٠)
برابر مطلق ماکزیمم مقدار و است A مجموعه ی روی f تابع مطلق ماکزیمم x∗ = y∗ = z∗ = a

٣ > ٠
نمره) ١٠) .f(x∗, y∗, z∗) = a٣

٢٧ با است
داریم: (x, y, z) ∈ A هر برای قبل، قسمت به توجه با (٣ .۶)

f(x, y, z) ≤ a٣

٢٧
⇒ xyz ≤ a٣

٢٧
⇒ ٣

√
xyz ≤ a

٣
⇒ ٣

√
xyz ≤ x+ y + z

٣
,

این که به توجه با شد. نتیجه ،x + y + z = a داریم (x, y, z) ∈ A هر برای این که از آخر نامساوی که
که دادیم نشان x, y, z ≥ ٠ هر برای لذا، بوده، دلخواه a > ٠ مقدار

٣
√
xyz ≤ x+ y + z

٣
,

نمره). ۵)
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