
او ی  اد ب  ا
ان  ت  گ  رال) (م  ب  ح  ث ی  ک ع  م  وم  ی ری  اض  ی پ  ی  ش  ن  ه  ادی ت  م  ری  ن ه  ای ه  ف  ت  م س  ری

ب  ه ص  ورت را زی  ر ش  ده داده م  ج  م  وع ه  ای آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل اوّل ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۱۶ و ۱۵ ت  م  ری  ن  ات . ۱ م  س  ئ  ل  ه

ده  ی  د. ن  م  ای  ش
𝑛


𝑖=۱

𝑓(𝑖)

.
۹۹


𝑗=۰

sin 𝑗 .آ)
𝑚


𝑘=−۵

۱
𝑘۲ + ۱ ب)

را زی  ر م  ج  م  وع ه  ای دق  ی  ق م  ق  دار آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل اوّل ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۲۸ ت  ا ۲۴ و ۲۲ ت  ا ۱۹ ت  م  ری  ن  ات . ۲ م  س  ئ  ل  ه
آوری  د. ب  ه دس  ت

.
𝑛


𝑘=۱

𝜋𝑘 −۳ آ)

.
𝑛


𝑖=۱

۲𝑖 − 𝑖۲ ب)

.
𝑛


𝑚=۱

ln 𝑚 ج)

.
𝑛


𝑖=۰

𝑒
𝑖
𝑛 د)

.۱+ 𝑥 + 𝑥۲ + 𝑥۳ + ⋯ + 𝑥𝑛 ه)

.۱− 𝑥 + 𝑥۲ − 𝑥۳ − ⋯ + 𝑥۲𝑛 و)

.۱+ ۲𝑥 +۳𝑥۲ +۴𝑥۳ + ⋯ + ۱۰۰𝑥۹۹ ز)

.۲۲ −۳۲ +۴۲ − ۵۲ + ⋯ − ۹۹۲ ح)

. ۱۲ +  ۲۴ +  ۳۸ + ۴
۱۶ +  ⋯ + 𝑛

۲𝑛 ط)

«ق  ان  ون ب  ه ک  ه زی  ر ف  رم  ول درس  ت  ی ت  ح  ق  ی  ق م  ط  ل  وب  س  ت آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل اوّل ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۲۹ ت  م  ری  ن . ۳ م  س  ئ  ل  ه
اس  ت. م  ع  روف ادغ  ام» ی  ا ت  ل  س  ک  وپ  ی

𝑛

𝑖=𝑚

𝑓(𝑖 + ۱) − 𝑓(𝑖) = 𝑓(𝑛 + ۱) − 𝑓(𝑚).

ده  ی  د ن  ش  ان اب  ت  دا آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل اوّل ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۳۳ ت  م  ری  ن . ۴ م  س  ئ  ل  ه
۱

𝑗(𝑗 + ۱) = ۱
𝑗 − ۱

𝑗 + ۱ ,

۱



م  ج  م  وع م  ق  دار س  پ  س و
𝑛


𝑗=۱

۱
𝑗(𝑗 + ۱),

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را

زی  ر ات  ح  اد و ت  ل  س  ک  وپ  ی، ق  ان  ون ب  ه ک  م  ک آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل اوّل ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۳۵ ت  م  ری  ن م  ش  اب  ه . ۵ م  س  ئ  ل  ه

(𝑘 + ۱)۲ − 𝑘۲ = ۲𝑘 + ۱,

ده  ی  د ن  ش  ان
𝑛


𝑖=۱

𝑖 = 𝑛(𝑛 + ۱)
۲ .

م  ی دان  ی  م ک  ن  ی  د ف  رض . ۶ م  س  ئ  ل  ه
𝑛


𝑖=۱

𝑖 = 𝑛(𝑛 + ۱)
۲ .

زی  ر ات  ح  اد و ت  ل  س  ک  وپ  ی، ق  ان  ون ب  ه ک  م  ک ح  ال

(𝑘 + ۱)۳ − 𝑘۳ = ۳𝑘۲ +۳𝑘 + ۱,

ده  ی  د ن  ش  ان
𝑛


𝑖=۱

𝑖۲ = 𝑛(𝑛 + ۱)(۲𝑛 + ۱)
۶ .

م  ی دان  ی  م ک  ن  ی  د ف  رض آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل اوّل ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۴۲ ت  م  ری  ن م  ش  اب  ه . ۷ م  س  ئ  ل  ه
𝑛


𝑖=۱

𝑖 = 𝑛(𝑛 + ۱)
۲ ,

𝑛

𝑖=۱

𝑖۲ = 𝑛(𝑛 + ۱)(۲𝑛 + ۱)
۶ ,

𝑛

𝑖=۱

𝑖۳ = 𝑛۲(𝑛 + ۱)۲
۴ .

زی  ر ات  ح  اد و ت  ل  س  ک  وپ  ی، ق  ان  ون ب  ه ک  م  ک ح  ال

(𝑘 + ۱)۵ − 𝑘۵ = ۵𝑘۴ + ۱۰𝑘۳ + ۱۰𝑘۲ + ۵𝑘 + ۱,

ده  ی  د ن  ش  ان
𝑛


𝑖=۱

𝑖۴ = 𝑛(𝑛 + ۱)(۲𝑛 + ۱)(۳𝑛۲ +۳𝑛 − ۱)
۳۰ .

۲



زی  ر م  س  اح  ت ،
𝑛


𝑖=۱

𝑖۳ = 𝑛۲(𝑛 + ۱)۲
۴ ات  ح  اد ب  ه ک  م  ک آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل دوم ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۱۴ ت  م  ری  ن . ۸ م  س  ئ  ل  ه

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه ،𝑥 = 𝑏 > ۰ و 𝑥 = ۰ ق  ائ  م خ  ط دو ب  ی  ن را 𝑥ه  ا م  ح  ور ب  الای و ،𝑦 = 𝑥۳ ن  م  ودار

ع  ن  وان ب  ه را زی  ر در ش  ده داده 𝑆𝑛 ه  ای م  ج  م  وع آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل دوم ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۱۹ ت  ا ۱۶ ت  م  ری  ن  ات . ۹ م  س  ئ  ل  ه
و ک  ن  ی  د، ت  ف  س  ی  ر ب  ع  دی دو ص  ف  ح  هٔ از خ  اص ن  اح  ی  هٔ ی  ک م  س  اح  ت زن  ن  دهٔ ت  ق  ری  ب م  س  ت  ط  ی  ل ه  ای م  س  اح  ت م  ج  م  وع

آوری  د. ب  ه دس  ت را lim𝑛→+∞ 𝑆𝑛 م  ق  دار

.𝑆𝑛 =
𝑛


𝑖=۱

۲
𝑛 ۱− 𝑖

𝑛 آ)

.𝑆𝑛 =
𝑛


𝑖=۱

۲
𝑛 ۱− ۲𝑖

𝑛  ب)

.𝑆𝑛 =
𝑛


𝑖=۱

۲𝑛 +۳𝑖
𝑛۲ ج)

.𝑆𝑛 =
𝑛


𝑗=۱

۱
𝑛


⃓⃓
⎷
۱− 

𝑗
𝑛

۲

د)

𝑛 ب  ه [𝑎, 𝑏] ب  ازهٔ اف  راز ده  ن  دهٔ ن  ش  ان 𝑃𝑛 ک  ن  ی  د ف  رض آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل س  وم ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۶ ت  ا ۱ ت  م  ری  ن  ات . ۱۰ م  س  ئ  ل  ه
را 𝑈(𝑓, 𝑃𝑛) ب  الای  ی م  ج  م  وع و 𝐿(𝑓, 𝑃𝑛) پ  ای  ی  ن  ی م  ج  م  وع ب  اش  د. Δ𝑥𝑖 = 𝑏 − 𝑎

𝑛 ب  ا ب  راب  ر ط  ول ب  ا زی  رب  ازه
ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه ش  ده داده 𝑛 ب  ا و ش  ده، داده ت  واب  ع از ک  دام ه  ر ب  رای

.𝑛 = ۸ ب  ا ،[۰,۲] ب  ازهٔ روی 𝑓(𝑥) = 𝑥 آ)

.𝑛 = ۴ ب  ا ،[۰,۴] ب  ازهٔ روی 𝑓(𝑥) = 𝑥۲ ب)

.𝑛 = ۴ ب  ا ،[−۲,۲] ب  ازهٔ روی 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 ج)

.𝑛 = ۵ ب  ا ،[۱,۲] ب  ازهٔ روی 𝑓(𝑥) = ln 𝑥 د)

.𝑛 = ۶ ب  ا ،[۰, 𝜋] ب  ازهٔ روی 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 ه)

.𝑛 = ۴ ب  ا ،[۰,۲𝜋] ب  ازهٔ روی 𝑓(𝑥) = cos 𝑥 و)

ب  ه [𝑎, 𝑏] ب  ازهٔ اف  راز ده  ن  دهٔ ن  ش  ان 𝑃𝑛 ک  ن  ی  د ف  رض آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل س  وم ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۱۰ ت  ا ۷ ت  م  ری  ن  ات . ۱۱ م  س  ئ  ل  ه
را 𝑈(𝑓, 𝑃𝑛) ب  الای  ی م  ج  م  وع و 𝐿(𝑓, 𝑃𝑛) پ  ای  ی  ن  ی م  ج  م  وع ب  اش  د. Δ𝑥𝑖 = 𝑏 − 𝑎

𝑛 ب  ا ب  راب  ر ط  ول ب  ا زی  رب  ازه 𝑛

ده  ی  د ن  ش  ان س  پ  س ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه ش  ده، داده ب  ازه ه  ای روی و ش  ده، داده ت  واب  ع از ک  دام ه  ر ب  رای

lim𝑛→+∞ 𝐿(𝑓, 𝑃𝑛) = lim𝑛→+∞ 𝑈(𝑓, 𝑃𝑛),

م  ق  دار ه  م  چ  ن  ی  ن ه  س  ت  ن  د. ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر (ری  م  ان) [𝑎, 𝑏] ب  ازهٔ روی ش  ده داده ت  واب  ع ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ت  ی  ج  ه آن از و
ک  ن  ی  د. م  ش  خ  ص ن  ی  ر را ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

۳



.[𝑎, 𝑏] = [۰, ۱] ب  ازهٔ روی 𝑓(𝑥) = 𝑥 آ)

.[𝑎, 𝑏] = [۰,۲] ب  ازهٔ روی 𝑓(𝑥) = ۱− 𝑥 ب)

.[𝑎, 𝑏] = [۰, ۱] ب  ازهٔ روی 𝑓(𝑥) = 𝑥۳ ج)

.[𝑎, 𝑏] = [۰,۳] ب  ازهٔ روی 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 د)

ش  ده داده ح  د م  ق  دار زی  ر، م  وارد از ک  دام ه  ر در آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل س  وم ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۱۶ ت  ا ۱۱ ت  م  ری  ن  ات . ۱۲ م  س  ئ  ل  ه
ک  ن  ی  د. ب  ی  ان ان  ت  گ  رال ی  ک ب  ه ص  ورت را

. lim𝑛→+∞

𝑛

𝑖=۱

۱
𝑛

𝑖
𝑛 آ)

. lim𝑛→+∞

𝑛

𝑖=۱

۱
𝑛

𝑖 − ۱
𝑛 ب)

. lim𝑛→+∞

𝑛

𝑖=۱

𝜋
𝑛 sin 𝜋𝑖

𝑛  ج)

. lim𝑛→+∞

𝑛

𝑖=۱

۲
𝑛 ln ۱+ ۲𝑖

𝑛  د)

. lim𝑛→+∞

𝑛

𝑖=۱

۱
𝑛 tan−۱ ۲𝑖 − ۱

۲𝑛  ه)

. lim𝑛→+∞

𝑛

𝑖=۱

𝑛
𝑛۲ + 𝑖۲ و)

ب  رای 𝑃 اف  راز ،𝜖 > ۰ ه  ر ب  رای اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر (ری  م  ان) 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ ده  ی  د ن  ش  ان . ۱۳ م  س  ئ  ل  ه
ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د م  وج  ود [𝑎, 𝑏]

𝑈(𝑓, 𝑃) − 𝐿(𝑓, 𝑃) < 𝜖.

پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع  ی [𝑎, 𝑏] ب  ازهٔ روی 𝑓 اگ  ر ک  ه ده  ی  د ن  ش  ان آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل س  وم ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۱۷ ت  م  ری  ن  ات . ۱۴ م  س  ئ  ل  ه
آن گ  اه ب  اش  د، ب  راب  ر ط  ول ب  ا زی  رب  ازه 𝑛 ب  ه [𝑎, 𝑏] ب  ازهٔ اف  راز ده  ن  دهٔ ن  ش  ان 𝑃𝑛 ه  م  چ  ن  ی  ن و ن  ان  زول  ی و

𝑈(𝑓, 𝑃𝑛) − 𝐿(𝑓, 𝑃𝑛) =
(𝑏 − 𝑎) 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑛 .

اس  ت. ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر (ری  م  ان) [𝑎, 𝑏] روی 𝑓 ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ت  ی  ج  ه س  پ  س

ت  ع  ب  ی  ر و م  ع  ی  ن ان  ت  گ  رال خ  واص ب  ه ک  م  ک آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل چ  ه  ارم ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۱۶ ت  ا ۳ ت  م  ری  ن  ات . ۱۵ م  س  ئ  ل  ه
ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ش  دهٔ داده م  وارد از ک  دام ه  ر م  س  اح  ت، ب  ه ص  ورت ان  ت  گ  رال ه  ا

.
۲

−۲
(𝑥 + ۲) 𝑑𝑥 .آ)

۲

۰
(۳𝑥 + ۱) 𝑑𝑥 ب)

۴



.
𝑏

𝑎
𝑥 𝑑𝑥 ج)

.
۲

−۱
(۱− ۲𝑥) 𝑑𝑥 د)

.
√۲

−√۲
√۲− 𝑡۲ 𝑑𝑡 ه)

.
۰

−√۲
√۲− 𝑥۲ 𝑑𝑥 و)

.
𝜋

−𝜋
sin 𝑥۳ 𝑑𝑥 ز)

.
𝑎

−𝑎
(𝑎 − |𝑠|) 𝑑𝑠 ح)

.
۱

−۱
𝑢۵ −۳𝑢۳ + 𝜋 𝑑𝑢 ط)

.
۲

۰
√۲𝑥 − 𝑥۲ 𝑑𝑥 ی)

.
۴

−۴
(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥) 𝑑𝑥 ک)

.
۳

−۳
(۲+ 𝑡)√۹− 𝑡۲ 𝑑𝑡 ل)

.
۱

۰
√۴− 𝑥۲ 𝑑𝑥 م)

.
۲

۱
√۴− 𝑥۲ 𝑑𝑥 ن)

ک  دام ه  ر ،
𝑎

۰
𝑥۲ 𝑑𝑥 = 𝑎۳

۳ ای  ن ک  ه ق  ب  ول ب  ا آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل چ  ه  ارم ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۲۲ ت  ا ۱۷ ت  م  ری  ن  ات . ۱۶ م  س  ئ  ل  ه
ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ش  دهٔ داده م  وارد از

.
۲

۰
۶𝑥۲ 𝑑𝑥 آ)

.
۳

۲
𝑥۲ −۴ 𝑑𝑥 ب)

.
۲

−۲
۴− 𝑡۲ 𝑑𝑡 ج)

.
۲

۰
𝑣۲ − 𝑣 𝑑𝑣 د)

.
۱

۰
𝑥۲ + √۱− 𝑥۲ 𝑑𝑥 ه)

.
۶

−۶
𝑥۲(۲+ sin 𝑥) 𝑑𝑥 و)

م  ح  اس  ب  هٔ م  ط  ل  وب  س  ت آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل چ  ه  ارم ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۳۶ ت  م  ری  ن . ۱۷ م  س  ئ  ل  ه


۳

۰
۲− 𝑥 𝑑𝑥.

م  ح  اس  ب  هٔ م  ط  ل  وب  س  ت آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل چ  ه  ارم ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۳۷ ت  م  ری  ن . ۱۸ م  س  ئ  ل  ه


۲

۰
√۴− 𝑥۲ sgn(𝑥 − ۱) 𝑑𝑥.

ان  ت  گ  رال، زی  ر ت  واب  ع ن  م  ودار رس  م ب  ه ک  م  ک آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل چ  ه  ارم ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۴۰ و ۳۹ ت  م  ری  ن  ات . ۱۹ م  س  ئ  ل  ه
ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را زی  ر ش  دهٔ داده م  وارد از ک  دام ه  ر ان  ت  گ  رال م  ق  دار

۵



.
۴

−۳
 𝑥 + ۱ − 𝑥 − ۱ + 𝑥 + ۲  𝑑𝑥 .آ)

۳

۰

𝑥۲ − 𝑥
|𝑥 − ۱| 𝑑𝑥 ب)

(ری  م  ان) ت  اب  ع ی  ک ب  رای 𝑓 از م  ن  ظ  ور آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل چ  ه  ارم ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۴۳ و ۴۲ ت  م  ری  ن  ات . ۲۰ م  س  ئ  ل  ه
ب  ه ع  ب  ارت  ی ی  ا ,𝑎]؛ 𝑏] ب  ازهٔ روی آن م  ی  ان  گ  ی  ن م  ق  دار ی  ع  ن  ی [𝑎, 𝑏] ب  ازهٔ روی ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر

𝑓 = ۱
𝑏 − 𝑎 

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

ب  اش  د. پ  ی  وس  ت  ه [𝑎, 𝑏] روی 𝑓 و 𝑎 < 𝑏 ک  ن  ی  د ف  رض

ده  ی  د ن  ش  ان آ)


𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) − 𝑓 𝑑𝑥 = ۰.

گ  ردد. م  ی  ن  ی  م  م زی  ر ان  ت  گ  رال م  ق  دار ک  ه ب  ی  اب  ی  د ط  وری را 𝑘 ث  اب  ت ب)


𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) − 𝑘

۲
𝑑𝑥.

ک  ن  ی  د. ح  س  اب را زی  ر م  ع  ی  ن ان  ت  گ  رال ه  ای م  ق  دار آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل پ  ن  ج  م ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۲۰ ت  ا ۱ ت  م  ری  ن  ات . ۲۱ م  س  ئ  ل  ه

.
۲

۰
𝑥۳ 𝑑𝑥 آ)

.
۴

۰
√𝑥𝑑𝑥 ب)

.
۱

۱/۲

۱
𝑥۲ 𝑑𝑥 ج)

.
−۱

−۲
 ۱

𝑥۲ − ۱
𝑥۳ 𝑑𝑥 د)

.
۲

−۱
۳𝑥۲ −۴𝑥 + ۲ 𝑑𝑥 ه)

.
۲

۱

۲

𝑥۳ − 𝑥۳
۲  𝑑𝑥 و)

.
۲

−۲
𝑥۲ +۳

۲
𝑑𝑥 ز)

.
۹

۴
√𝑥 − ۱

√𝑥 𝑑𝑥 ح)

.
−𝜋/۶

−𝜋/۴
cos 𝑥 𝑑𝑥 ط)

.
𝜋/۳

۰
sec۲ 𝜃 𝑑𝜃 ی)

.
𝜋/۳

𝜋/۴
sin 𝜃 𝑑𝜃 ک)

.
۲𝜋

۰
(۱+ sin 𝑢) 𝑑𝑢 ل)

.
𝜋

−𝜋
𝑒𝑥 𝑑𝑥 م)

.
۲

−۲
(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥) 𝑑𝑥 ن)

۶



.
𝑒

۰
𝑎𝑥 𝑑𝑥 (𝑎 > ۰) س)

.
۱

−۱
۲𝑥 𝑑𝑥 ع)

.
۱

−۱

𝑑𝑥
۱+ 𝑥۲ ف)

.
۱/۲

۰

𝑑𝑥
√۱− 𝑥۲

ص)

.
۱

−۱

𝑑𝑥
√۴− 𝑥۲

ق)

.
۰

−۲

𝑑𝑥
۴+ 𝑥۲ ر)

ب  ی  ن م  ح  ص  ور م  س  اح  ت م  ح  اس  ب  هٔ م  ط  ل  وب  س  ت آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل پ  ن  ج  م ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۲۵ ت  م  ری  ن . ۲۲ م  س  ئ  ل  ه
.𝑦 = ۱ و 𝑦 = 𝑥۲ −۳𝑥 +۳ ن  م  ودار ه  ای

ن  م  ودار  ب  الای  ی ق  س  م  ت م  س  اح  ت م  ح  اس  ب  هٔ م  ط  ل  وب  س  ت آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل پ  ن  ج  م ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۲۸ ت  م  ری  ن . ۲۳ م  س  ئ  ل  ه
.𝑦 = ۱۲− 𝑥۲ ن  م  ودار پ  ای  ی  ن و 𝑦 = |𝑥|

ت  واب  ع ان  ت  گ  رال م  ح  اس  ب  هٔ م  ط  ل  وب  س  ت آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل پ  ن  ج  م ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۳۴ و ۳۳ ت  م  ری  ن  ات . ۲۴ م  س  ئ  ل  ه
زی  ر. پ  ی  وس  ت  ه) (ق  ط  ع  ه ق  ط  ع  ه

.
۳𝜋
۲

۰
| cos 𝑥| 𝑑𝑥 .آ)

۳

۱

sgn(𝑥 − ۲)
𝑥۲ 𝑑𝑥 ب)

زی  ر. ش  د داده م  ش  ت  ق ه  ای م  ح  اس  ب  هٔ م  ط  ل  وب  س  ت آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل پ  ن  ج  م ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۴۶ ت  ا ۳۹ ت  م  ری  ن  ات . ۲۵ م  س  ئ  ل  ه

. 𝑑
𝑑𝑥 

𝑥

۲

sin 𝑡
𝑡 𝑑𝑡 آ)

. 𝑑
𝑑𝑡 

۳

𝑡

sin 𝑥
𝑥 𝑑𝑥 ب)

. 𝑑
𝑑𝑥 

۰

𝑥۲
sin 𝑡

𝑡 𝑑𝑡 ج)

. 𝑑
𝑑𝑥𝑥۲ 

𝑥۲

۰

sin 𝑢
𝑢 𝑑𝑢 د)

. 𝑑
𝑑𝑡 

𝑡

−𝜋

cos 𝑦
۱+ 𝑦۲ 𝑑𝑦 ه)

. 𝑑
𝑑𝜃 

 𝜃

 𝜃

۱
۱− 𝑥۲ 𝑑𝑥 و)

.𝐹(𝑡) = 
𝑡

۰
cos 𝑥۲ 𝑑𝑥 اگ  ر ، 𝑑

𝑑𝑥𝐹(√𝑥) ز)

.𝐻(𝑥) = ۳𝑥 
𝑥۲

۴
𝑒−√𝑡 𝑑𝑡 اگ  ر ،𝐻 ′(۲) ح)

ی  اف  ت  ن ی  ع  ن  ی زی  ر؛ ان  ت  گ  رال  ی م  ع  ادل  هٔ ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل پ  ن  ج  م ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۴۷ ت  م  ری  ن  ات . ۲۶ م  س  ئ  ل  ه

۷



ک  ن  ن  د. ص  دق زی  ر راب  ط  هٔ در ک  ه 𝑓ی ت  واب  ع

𝑓(𝑥) = 𝜋 ۱+ 
𝑥

۱
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 .

زی  ر. ان  ت  گ  رال  ی م  ع  ادل  هٔ ح  ل م  ط  ل  وب  س  ت آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل پ  ن  ج  م ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۴۸ ت  م  ری  ن  ات . ۲۷ م  س  ئ  ل  ه

𝑓(𝑥) = ۱− 
𝑥

۰
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡.

ب  ی  اب  ی  د. را آن  ه  ا دارد؟ م  ی  ن  ی  م  م و م  اک  س  ی  م  م زی  ر ت  اب  ع آی  ا آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل پ  ن  ج  م ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۵۱ ت  م  ری  ن  ات . ۲۸ م  س  ئ  ل  ه

𝐹(𝑥) = 
۲𝑥−𝑥۲

۰
cos  ۱

۱+ 𝑡۲ 𝑑𝑡.

زی  ر. ح  د ه  ای م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت آدام  ز: ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل پ  ن  ج  م ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۵۴ ت  ا ۵۲ ت  م  ری  ن  ات . ۲۹ م  س  ئ  ل  ه

. lim𝑛→∞
۱
𝑛

⎛
⎜⎜⎜⎝۱+ ۱

𝑛
۵

+ ۱+ ۲
𝑛

۵
+ ⋯ + ۱+ 𝑛

𝑛
۵⎞
⎟⎟⎟⎠ آ)

. lim𝑛→∞
𝜋
𝑛 sin 𝜋

𝑛 + sin ۲𝜋
𝑛 + sin ۳𝜋

𝑛 + ⋯ + sin 𝑛𝜋
𝑛  ب)

. lim𝑛→∞  𝑛
𝑛۲ + ۱ + 𝑛

𝑛۲ +۴ + 𝑛
𝑛۲ + ۹ + ⋯ + 𝑛

۲𝑛۲ ج)

اس  ت. ک  ران  دار ح  ت  م  اً ب  اش  د، ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر (ری  م  ان) 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان . ۳۰ م  س  ئ  ل  ه

ض  اب  ط  هٔ ب  ا 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ ت  اب  ع ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د. 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) ک  ن  ی  د ف  رض . ۳۱ م  س  ئ  ل  ه

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

۰ 𝑥 ≠ 𝑐

۱ 𝑥 = 𝑐

.
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ۰ و اس  ت ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر (ری  م  ان)

ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر (ری  م  ان) ن  ی  ز 𝑓۲ آن گ  اه ب  اش  د، ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر (ری  م  ان) [𝑎, 𝑏] روی 𝑓 اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان . ۳۲ م  س  ئ  ل  ه
ات  ح  اد و م  ط  ل  ب ای  ن ب  ه ک  م  ک دارد؟). وج  ود م  ط  ل  ب ای  ن ع  ک  س ب  رای ن  ق  ض  ی م  ث  ال (آی  ا اس  ت
ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر (ری  م  ان) ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر، (ری  م  ان) ت  اب  ع دو ض  رب ک  ه ده  ی  د ن  ش  ان ،۴𝑎𝑏 = (𝑎 + 𝑏)۲ − (𝑎 − 𝑏)۲

اس  ت.
۸



ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر (ری  م  ان) [۰, ۱] ب  ازهٔ روی 𝑓 اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د. 𝑓(𝑥) ≥ ۱ ،𝑥 ∈ ℚ ه  ر ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض . ۳۳ م  س  ئ  ل  ه
آن گ  اه ب  اش  د،


۱

۰
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≥ ۱.

وج  ود 𝑐 ∈ [۰, ۱] ع  دد ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د. 
۱

۰
𝑓 𝑑𝑥 = 

۱

۰
𝑔 𝑑𝑥 و پ  ی  وس  ت  ه، [۰, ۱] روی 𝑔 و 𝑓 ک  ن  ی  د ف  رض . ۳۴ م  س  ئ  ل  ه

.𝑓(𝑐) = 𝑔(𝑐) ب  ه ط  وری ک  ه دارد

ده  ی  د ن  ش  ان ،
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ۰ اگ  ر ب  اش  د. 𝑓 ≥ ۰ و ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر (ری  م  ان) [𝑎, 𝑏] روی 𝑓 ت  اب  ع ک  ن  ی  د ف  رض . ۳۵ م  س  ئ  ل  ه

دارد. ص  ف  ر م  ق  دار خ  ود پ  ی  وس  ت  گ  ی ن  ق  ط  هٔ ه  ر در 𝑓

.𝑓 ≡ ۰ ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د. ب  رق  رار پ  ی  وس  ت  ه 𝑔 ه  ر ب  رای 
۱

۰
𝑓𝑔 𝑑𝑥 = ۰ و پ  ی  وس  ت  ه 𝑓 ∶ [۰, ۱] → ℝ ک  ن  ی  د ف  رض . ۳۶ م  س  ئ  ل  ه

ده  ی  د ن  ش  ان . ۳۷ م  س  ئ  ل  ه
۱

𝑛 + ۱ + ۱
𝑛 + ۲ + ⋯ + ۱

۲𝑛 → ln۲, 𝑛 → ∞.

ده  ی  د ن  ش  ان . ۳۸ م  س  ئ  ل  ه
lim𝑛→∞

𝑛√𝑛!
𝑛 = ۱

𝑒 .

ه  ر ب  ه ازای ک  ه ک  ن  ی  د ث  اب  ت ب  اش  د. 𝑓(۰) = ۰ و ص  ع  ودی اک  ی  داً پ  ی  وس  ت  ه، 𝑓 ∶ [۰, 𝑏] → ℝ ک  ن  ی  د ف  رض . ۳۹ م  س  ئ  ل  ه
داری  م ،۰ < 𝑡 < 𝑓(𝑏)


𝑏

۰
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 + 

𝑡

۰
𝑓−۱(𝑦) 𝑑𝑦 > 𝑏𝑡.

𝐹 ک  ه ص  ورت  ی در اس  ت 𝑓 اول  ی  هٔ ت  اب  ع ی  ک 𝐹 گ  وی  ی  م ب  اش  ن  د. م  ف  روض 𝑓, 𝐹 ∶ 𝐼 → ℝ و ب  ازه ی  ک 𝐼 ک  ن  ی  د ف  رض . ۴۰ م  س  ئ  ل  ه
ح  د در وج  ود ص  ورت در اول  ی  ه ت  اب  ع ده  ی  د ن  ش  ان .𝑥 ∈ 𝐼 ه  ر ب  رای 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) و ب  اش  د م  ش  ت  ق پ  ذی  ر 𝐼 ب  ر

ی  ک  ت  اس  ت. ث  اب  ت اع  داد ب  ا ج  م  ع

خ  اص  ی  ت دارای م  ذک  ور ت  اب  ع ک  ه اس  ت آن ب  اش  د داش  ت  ه اول  ی  ه ت  اب  ع ت  اب  ع  ی، ای  ن ک  ه ب  رای لازم ش  رط ده  ی  د ن  ش  ان . ۴۱ م  س  ئ  ل  ه
ک  ن  د. اخ  ذ ب  ت  وان  د ن  ی  ز را دو آن ب  ی  ن م  ق  دار ه  ر آن گ  اه م  ی ک  ن  د، اخ  ذ را م  ق  داری دو وق  ت  ی ی  ع  ن  ی ب  اش  د؛ م  ی  ان  ی م  ق  دار

۹



ده  ی  د ن  ش  ان . ۴۲ م  س  ئ  ل  ه

𝑓۱(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

sin ۱
𝑥 𝑥 ≠ ۰

۰ 𝑥 = ۰

ول  ی دارد اول  ی  ه ت  اب  ع

𝑓۲(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

sin۲ ۱
𝑥 𝑥 ≠ ۰

۰ 𝑥 = ۰

ن  دارد. اول  ی  ه ت  اب  ع اس  ت، م  ی  ان  ی م  ق  دار خ  اص  ی  ت دارای آن ک  ه وج  ود ب  ا

اس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت 𝑓(𝑥) = ۱
𝑥 ض  اب  ط  هٔ ب  ا 𝑓 ∶ ℝ ⧵ {۰} → ℝ ب  رای اول  ی  ه ت  اب  ع ک  لّ  ی ت  ری  ن ده  ی  د ن  ش  ان . ۴۳ م  س  ئ  ل  ه

𝐹(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

ln 𝑥 + 𝐶۱ 𝑥 > ۰

ln(−𝑥) + 𝐶۲ 𝑥 < ۰.

[𝑎, 𝑏] ب  ازهٔ در 𝑥 ه  ر ب  رای اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د. 𝐴 ≥ ۰ و ن  ام  ن  ف  ی پ  ی  وس  ت  ه، 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ ک  ن  ی  د ف  رض . ۴۴ م  س  ئ  ل  ه
ب  اش  ی  م داش  ت  ه

𝑓(𝑥) ≤ 𝐴 
𝑥

𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡,

.𝑓 ≡ ۰ آن گ  اه

ب  اش  ن  د [𝑎, 𝑏] روی 𝑓 ت  اب  ع sup و inf ب  ه ت  رت  ی  ب 𝑀 و 𝑚 و پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع دو 𝑓, 𝑔 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ ک  ن  ی  د ف  رض . ۴۵ م  س  ئ  ل  ه
ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود 𝑐 ∈ [𝑚, 𝑀] ای  ن ص  ورت در ن  ک  ن  د. ت  غ  ی  ی  ر [𝑎, 𝑏] ب  ر 𝑔 ع  لام  ت و


𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑐 

𝑏

𝑎
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

م  ی ب  اش  د. م  ن  اس  ب 𝑥۰ ∈ [𝑎, 𝑏] ی  ک ب  رای ،𝑐 = 𝑓(𝑥۰) اص  ل در

ب  اش  د، پ  ی  وس  ت  ه 𝑓 و م  ش  ت  ق پ  ذی  ر 𝑣 و 𝑢 اگ  ر ک  ه ده  ی  د ن  ش  ان ح  س  اب  ان، اس  اس  ی ق  ض  ی  هٔ و زن  ج  ی  ره ای ق  اع  دهٔ ب  ه ک  م  ک . ۴۶ م  س  ئ  ل  ه
آن گ  اه

ℎ(𝑥) = 
𝑢(𝑥)

𝑣(𝑥)
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

۱۰



و اس  ت م  ش  ت  ق پ  ذی  ر
ℎ′(𝑥) = 𝑢′(𝑥)𝑓(𝑢(𝑥)) − 𝑣′(𝑥)𝑓(𝑣(𝑥)).

ده  ی  د ن  ش  ان ه  س  ت  ن  د. پ  ی  وس  ت  ه م  ش  ت  ق ب  ا و م  ش  ت  ق پ  ذی  ر، [𝑎, 𝑏] ب  ازهٔ روی 𝑔 و 𝑓 ت  اب  ع دو . ۴۷ م  س  ئ  ل  ه


𝑏

𝑎
𝑓𝑔′ 𝑑𝑥 + 

𝑏

𝑎
𝑓′𝑔 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑏)𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)𝑔(𝑎).

م  ح  اس  ب  هٔ م  ط  ل  وب  س  ت . ۴۸ م  س  ئ  ل  ه

lim𝑛→∞ sin ۱
𝑛 ⋅  ln ۱+ ۱

𝑛 + ⋯ + ln ۱+ 𝑛
𝑛.

ده  ی  د ن  ش  ان . ۴۹ م  س  ئ  ل  ه

lim𝑛→∞

۱۱ × ۲۲ ×۳۳ × ⋯ × 𝑛𝑛
۱

𝑛۲

𝑛
𝑛+۱
۲𝑛

= ۱
۴√𝑒

.

ب  ی  اب  ی  د. را زی  ر ح  د م  ق  دار ب  اش  د. پ  ی  وس  ت  ه [۰, ۱] روی 𝑓 ک  ن  ی  د ف  رض . ۵۰ م  س  ئ  ل  ه

lim𝑛→+∞


۱

۰
𝑥𝑛𝑓(𝑥) 𝑑𝑥


۱

۰
𝑥𝑛 𝑑𝑥

.

ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د. پ  ی  وس  ت  ه [۰, ۱] روی 𝑓 ک  ن  ی  د ف  رض . ۵۱ م  س  ئ  ل  ه

lim𝑛→+∞ 
۱

۰

𝑛𝑓(𝑥)
۱+ 𝑛۲𝑥۲ 𝑑𝑥 = 𝜋

۲ 𝑓(۰).

ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د. پ  ی  وس  ت  ه [۰, ۱] روی 𝑓 ک  ن  ی  د ف  رض . ۵۲ م  س  ئ  ل  ه

lim𝑛→+∞ 
۱

۰
𝑛𝑥𝑛𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(۱).

ده  ی  د ن  ش  ان اس  ت. م  ت  ن  اه  ی و م  وج  ود lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥) + 
𝑥

۰
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 و پ  ی  وس  ت  ه [۰, ∞) روی 𝑓 ت  اب  ع . ۵۳ م  س  ئ  ل  ه

. lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥) = ۰

۱۱



آن گ  اه ب  اش  د، پ  ی  وس  ت  ه 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان . ۵۴ م  س  ئ  ل  ه

 
۱

۰
|𝑓(𝑥)|𝑛 𝑑𝑥

۱
𝑛

→ max
۰≤𝑥≤۱

|𝑓(𝑥)|, 𝑛 → +∞.

ک  ن  ی  د ث  اب  ت .۰ < 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀 و اس  ت پ  ی  وس  ت  ه 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ ت  اب  ع  . ۵۵ م  س  ئ  ل  ه

(𝑏 − 𝑎)۲ ≤  
𝑏

𝑎
𝑓 𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

۱
𝑓 𝑑𝑥 ≤ (𝑚 + 𝑀)۲

۴𝑚𝑀 (𝑏 − 𝑎)۲.

ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  ن  د م  وج  ود [𝑎, 𝑏] ب  رای {𝑄𝑛} و {𝑃𝑛} اف  راز ه  ای از دن  ب  ال  ه ای اگ  ر ده  ی  د ن  ش  ان . ۵۶ م  س  ئ  ل  ه

𝑈(𝑓, 𝑃𝑛) − 𝐿(𝑓, 𝑄𝑛) → ۰, 𝑛 → ∞,

واض  ح ت  ق  ری  ب  اً س  وال اث  ب  ات س  م  ت ی  ک (راه  ن  م  ای  ی: اس  ت. ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر (ری  م  ان) [𝑎, 𝑏] روی 𝑓 آن گ  اه
دی  گ  ر س  م  ت م  ی خ  واه  ی  م و اس  ت ان  ت  گ  رال پ  ذی  ر (ری  م  ان) [𝑎, 𝑏] روی 𝑓 م  ی دان  ی  م وق  ت  ی ک  ه ی  ع  ن  ی اس  ت؛
و 𝑃𝑛 اف  راز ه  ای دن  ب  ال  هٔ ک  ن  ی  د ف  رض ک  ن  ی  د. ع  م  ل زی  ر ب  ه ص  ورت ن  اب  دی  ه  ی ت  ر س  م  ت ب  رای ده  ی  م. ن  ش  ان را
اف  راز واق  ع در ک  ه ،𝑅𝑛 = 𝑃𝑛 ∪ 𝑄𝑛 اف  راز ح  ال .𝑈(𝑓, 𝑃𝑛) − 𝐿(𝑓, 𝑄𝑛) → ۰ ک  ه اس  ت ش  ده داده 𝑄𝑛

م  م  ک  ن ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را اس  ت 𝑄𝑛 و 𝑃𝑛 اف  راز دو ن  ق  اط دادن ق  رار ه  م ک  ن  ار از ح  اص  ل
خ  واه  ن  د م  ح  س  وب ن  ق  ط  ه ی  ک ع  م  لاً اش  ت  راک در ک  ه ب  ی  اف  ت  ن  د، ه  م روی اف  راز دو ای  ن ن  ق  اط از ب  ع  ض  ی اس  ت
م  ش  اب  ه ح  ال دارن  د. وج  ود اف  راز دو ه  ر در ،𝑏 و 𝑎 ی  ع  ن  ی ،[𝑎, 𝑏] ب  ازهٔ ان  ت  ه  ای و اب  ت  دا ن  ق  اط ح  ت  م  اً و ش  د

گ  رف  ت ن  ت  ی  ج  ه م  ی ت  وان آدام  ز ک  ت  اب ۵ ف  ص  ل س  وم ب  خ  ش م  س  ائ  ل ۱۸ ت  م  ری  ن

𝑈(𝑓, 𝑅𝑛) ≤ 𝑈(𝑓, 𝑃𝑛), 𝐿(𝑓, 𝑄𝑛) ≤ 𝐿(𝑓, 𝑅𝑛).

داش  ت خ  واه  ی  م پ  س

𝑈(𝑓, 𝑅𝑛) − 𝐿(𝑓, 𝑅𝑛) ≤ 𝑈(𝑓, 𝑃𝑛) − 𝐿(𝑓, 𝑄𝑛).

روی 𝑓 ان  ت  گ  رال پ  ذی  ری (ری  م  ان) راح  ت  ی ب  ه م  ی ت  وان  ی  د ن  ت  ی  ج  ه در م  ی ک  ن  د، م  ی  ل ص  ف  ر ب  ه راس  ت س  م  ت چ  ون ح  ال
ب  گ  ی  ری  د.) ن  ت  ی  ج  ه را [𝑎, 𝑏]

۱۲


