
پنجم سری تمرینات

مهندس ریاض درس

بهار١۴٠٠

تا ی پروردگار نام به

قطب مختصات در پواسون معادلاتلاپلاسو

که کنیم م یادآوری پردازیم. م قطب مختصات در پواسون و لاپلاس معادلات مورد در سوال تعدادی بررس به قسمت این در

از: است عبارت قطب مختصات در لاپلاسین فرم

∇۲𝑢(𝑟, 𝜃) = 𝜕۲𝑢
𝜕𝑟۲ (𝑟, 𝜃) + ۱

𝑟
𝜕𝑢
𝜕𝑟 (𝑟, 𝜃) + ۱

𝑟۲
𝜕۲𝑢
𝜕𝜃۲ (𝑟, 𝜃)

کنید: حل شده مشخص مرزی شرایط ازای به را زیر له دیری مسئله باشد. ثابت عددی 𝑟۰ > ۰ کنید فرض ١ سوال

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

∇۲𝑢 = ۰ ۰ < 𝑟 < 𝑟۰, ۰ < 𝜃 < ۲𝜋

𝑢(𝑟۰, 𝜃) = 𝑓(𝜃) ۰ < 𝜃 < ۲𝜋

(آ)

𝑓(𝜃) = 𝜋 − 𝜃
۲

(ب)

𝑓(𝜃) = 𝜃 sin ۲𝜃

کنید. حل شده داده مرزی شرایط ازای به را زیر نیومن مرزی شرط با مسئله .𝑟۰ > ۰ کنید فرض ٢ سوال

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

∇۲𝑢 = ۰ ۰ < 𝑟 < 𝑟۰, ۰ < 𝜃 < ۲𝜋

𝜕𝑢
𝜕�⃗�(𝑟۰, 𝜃) = 𝑓(𝜃) ۰ < 𝜃 < ۲𝜋

(آ)

𝑓(𝜃) = ۲

(ب)

𝑓(𝜃) = 𝑒



.𝜕𝑢
𝜕�⃗� = ∇⃗𝑢.�⃗� و است شعاع راستای در برونسو ه ی بردار �⃗� که باشید داشته توجه

کنید. حل را زیر له دیری مسئله .۰ < 𝑟۰ < 𝑟۱ کنید فرض ٣ سوال

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

∇۲𝑢 = ۰ 𝑟۰ < 𝑟 < 𝑟۱, ۰ < 𝜃 < ۲𝜋

𝑢(𝑟۰, 𝜃) = 𝜃۲ ۰ < 𝜃 < ۲𝜋

𝑢(𝑟۱, 𝜃) = ۴ ۰ < 𝜃 < ۲𝜋

کنید. حل را شده داده نیومن مرزی شرط با مسئله .۰ < 𝑟۰ < 𝑟۱ کنید فرض ۴ سوال

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

∇۲𝑢 = ۰ 𝑟۰ < 𝑟 < 𝑟۱, ۰ < 𝜃 < ۲𝜋

𝜕𝑢
𝜕�⃗�(𝑟۰, 𝜃) = ۰ ۰ < 𝜃 < ۲𝜋

𝜕𝑢
𝜕�⃗�(𝑟۱, 𝜃) = ۱ − 𝜃 ۰ < 𝜃 < ۲𝜋

.𝑟۰ > ۰ کنید فرض کنید. حل را زیر له دیری مسئله ۵ سوال

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

∇۲𝑢 = ۰ ۰ < 𝑟 < 𝑟۰, ۰ < 𝜃 < 𝜋
۲

𝑢(𝑟, ۰) = 𝑟۲ ۰ < 𝑟 < 𝑟۰

𝑢(𝑟, 𝜋
۲

) = ۰ ۰ < 𝑟 < 𝑟۰

𝑢(𝑟۰, 𝜃) = 𝜃 ۰ < 𝜃 < 𝜋
۲

کنید: حل را زیر مسئله ۶ سوال

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

∇۲𝑢 = 𝑟𝜃 ۰ < 𝑟 < ۲, ۰ < 𝜃 < 𝜋
۳

𝑢(𝑟, ۰) = ۱ ۰ < 𝑟 < ۲

𝑢(𝑟, 𝜋
۳

) = ۱ − 𝑟 ۰ < 𝑟 < ۲

𝜕𝑢
𝜕�⃗�(۲, 𝜃) = 𝑒۲ ۰ < 𝜃 < 𝜋

۳

٢



کنید. حل را زیر مسئله ٧ سوال

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

∇۲𝑢 = 𝜃 ۱ < 𝑟 < ۲, 𝜋
۴

< 𝜃 < 𝜋
۳

𝑢(𝑟, 𝜋
۴

) = ۱ ۱ < 𝑟 < ۲

𝑢(𝑟, 𝜋
۳

) = ۲ ۱ < 𝑟 < ۲

𝜕𝑢
𝜕�⃗�(۱, 𝜃) = 𝜃 𝜋

۴
< 𝜃 < 𝜋

۳
𝜕𝑢
𝜕�⃗�(۲, 𝜃) = ۰

𝜋
۴

< 𝜃 < 𝜋
۳

مسئله که شود م پیشنهاد پواسون معادلات حل برای نیز قطب مختصات در ل ش مستطیل های ناحیه در پواسون معادلات همانند

ن لی پواسون معادله حل ری دی و مسئله توسط شده داده مرزی شرایط با لاپلاس معادله حل ی کنید. تقسیم زیرمسئله دو به را

صفر. تماما مرزی شرایط با

مستطیل بعدی دو های ناحیه در حرارت انتقال مسئله

مورد را باشد م اولیه دمای توزی ی دارای که ل ش مستطیل های ناحیه روی حرارت انتقال با مرتبط مسائل قسمت این در

داد. خواهیم قرار بررس

کنید. حل را زیر حرارت انتقال مسئله جداسازی روش از استفاده با ٨ سوال

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝜕𝑢
𝜕𝑡 = ∇۲𝑢 ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑢(۱, 𝑦, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑢(𝑥, ۱, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥(۱ − 𝑥)𝑦(۱ − 𝑦) ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱

کنید. حل را زیر حرارت انتقال مسئله جداسازی روش از استفاده با ٩ سوال

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝜕𝑢
𝜕𝑡 = ∇۲𝑢 ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝜕𝑢
𝜕𝑥(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝜕𝑢

𝜕𝑥(۱, 𝑦, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝜕𝑢
𝜕𝑦 (𝑥, ۰, 𝑡) = 𝜕𝑢

𝜕𝑦 (𝑥, ۱, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = sin 𝜋𝑥 sin 𝜋𝑦 ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱

٣



(یا له دیری مرزی شرایط با است ن مم نیز بعدی دو حرارت انتقال مسائل در بعدی ی حرارت انتقال مسائل همانند ١٠ سوال

پیچیده بسیار اغلب ناصفر مرزی شرایط با بعدی دو حرارت انتقال مسئله حل پیچیدگ اما شویم. روبرو ناصفر نیومن)

در که است ∇۲𝑢 عبارت دقیقا پیچیدگ این علت دهیم م توضی ادامه در که همانطور است. بعدی ی حالت از تر

است لاپلاسین معروف عبارت همان باشیم داشته بیشتر یا ٢ بعد در ای مسئله وقت و شود م ظاهر حرارت انتقال مسائل

است. ناصفر مرزی شرایط با حرارت انتقال مسائل حل پیچیدگ عامل که

باشیم: داشته شرح بدین ناصفر له دیری مرزی شرایط با ن ناهم حرارت انتقال مسئله کنید فرض اکنون

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝜕𝑢
𝜕𝑡 = 𝑐۲∇۲𝑢 + 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) ۰ < 𝑥 < L, ۰ < 𝑦 < H, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, ۰, 𝑡) = T۱(𝑥) ۰ < 𝑥 < L, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, H, 𝑡) = T۲(𝑥) ۰ < 𝑥 < L, 𝑡 > ۰

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = S۱(𝑦) ۰ < 𝑦 < H, 𝑡 > ۰

𝑢(L, 𝑦, 𝑡) = S۲(𝑦) ۰ < 𝑦 < H, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑓(𝑥, 𝑦) ۰ < 𝑥 < L, ۰ < 𝑦 < L

مرزی: شرایط در که باشد ∇۲𝑣 = ۰ لاپلاس معادله جواب 𝑣 (𝑥, 𝑦) کنید فرض

𝑣 (𝑥, ۰) = T۱(𝑥), 𝑣 (𝑥, H) = T۲(𝑥), 𝑣 (۰, 𝑦) = S۱(𝑦), 𝑣 (L, 𝑦) = S۲(𝑦)

است 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑣 (𝑥, 𝑦) + 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) بصورت شده بیان حرارت انتقال مسئله جواب دهید نشان کند. م صدق

جمله دارای است ن مم معادله خود صورت (ول است صفر مرزی شرط با حرارت انتقال مسئله جواب 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) که

کنید. پیدا را معادله این باشد). ن ناهم

م برقرار دو) این از ترکیب چه و نیومن چه و له دیری (چه مرزی شرایط از نوع هر برای شده بیان ته ن توضیحات: کم

کردن تثبیت با ابتدا توان م باشند داشته نیز 𝑡 زمان متغیر به وابست مسئله مرزی شرایط که صورت در همچنین باشد.

یافت. را شده داده معادله جواب و آورد بدست را شده داده مرزی شرایط با لاپلاس معادله از 𝑣 جواب ابتدا 𝑡 زمان متغیر

کنیم. م نظر صرف روش این بندی فرمول از است پیچیده نسبتا روش این که آنجای از ن لی

۴



کنید. حل را زیر بعدی دو حرارت انتقال مسئله جداسازی روش از استفاده با ١١ سوال
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⎩

𝜕𝑢
𝜕𝑡 = ∇۲𝑢 ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, ۰, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, ۱, 𝑡) = ۱۰۰ ۰ < 𝑥 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑢(۱, 𝑦, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = sin 𝜋𝑥 ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱

کنید. پیدا را زیر بعدی دو حرارت انتقال مسئله پاس جداسازی روش از استفاده با ١٢ سوال

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝜕𝑢
𝜕𝑡 = ∇۲𝑢 ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑢(𝑥, ۱, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑒 𝑦 ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(۱, 𝑦, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = ۱ ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱

مستطیل بعدی دو های ناحیه در موج انتشار مسئله

مسائل حل ایده داد. خواهیم قرار بررس مورد را مستطیل های ناحیه در موج انتشار به مربوط مسئله تعدادی قسمت این در

از لذا باشد. م بعدی دو حرارت انتقال مسائل با مشابه کاملا موج انتشار مسائل در ناصفر) مرزی شرط با همچنین (و ن ناهم

کنیم. م نظر صرف اضافه توضیحات بیان

کنید. حل را زیر بعدی دو موج انتشار مسئله جداسازی روش از استفاده با ١٣ سوال

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝜕۲𝑢
𝜕𝑡۲ = ۱

𝜋۲∇۲𝑢 ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑢(𝑥, ۱, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑢(۱, 𝑦, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱

𝜕𝑢
𝜕𝑡 (𝑥, 𝑦, ۰) = ۱ ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱

۵



کنید. حل را زیر بعدی دو موج انتشار مسئله جداسازی روش از استفاده با ١۴ سوال

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝜕۲𝑢
𝜕𝑡۲ = ۱

𝜋۲∇۲𝑢 ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝜕𝑢
𝜕𝑦 (𝑥, ۰, 𝑡) = 𝜕𝑢

𝜕𝑦 (𝑥, ۱, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱, 𝑡 > ۰

𝜕𝑢
𝜕𝑥(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝜕𝑢

𝜕𝑥(۱, 𝑦, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = sin ۳𝜋𝑥 sin 𝜋𝑦 ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱

𝜕𝑢
𝜕𝑡 (𝑥, 𝑦, ۰) = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱

کنید. حل را زیر بعدی دو موج انتشار مسئله جداسازی روش از استفاده با ١۵ سوال

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝜕۲𝑢
𝜕𝑡۲ = ۱

𝜋۲∇۲𝑢 ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝜕𝑢
𝜕𝑦 (𝑥, ۰, 𝑡) = 𝜕𝑢

𝜕𝑦 (𝑥, ۱, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱, 𝑡 > ۰

𝜕𝑢
𝜕𝑥(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝜕𝑢

𝜕𝑥(۱, 𝑦, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥(۱ − 𝑥)𝑦(۱ − 𝑦) ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱

𝜕𝑢
𝜕𝑡 (𝑥, 𝑦, ۰) = sin 𝜋𝑥 sin ۲𝜋𝑦 ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱

کنید. حل را شده داده بعدی دو موج انتشار مسئله جداسازی روش از استفاده با ١۶ سوال
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⎩

𝜕۲𝑢
𝜕𝑡۲ = ∇۲𝑢 + 𝑡𝑥𝑦 ۰ < 𝑥 < 𝜋, ۰ < 𝑦 < 𝜋, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝜋, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑥 < 𝜋, 𝑡 > ۰

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑦 < 𝜋, 𝑡 > ۰

𝑢(𝜋, 𝑦, 𝑡) = 𝑒 sin 𝑦 ۰ < 𝑦 < 𝜋, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥 ۰ < 𝑥 < 𝜋, ۰ < 𝑦 < 𝜋

𝜕𝑢
𝜕𝑡 (𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑦 ۰ < 𝑥 < 𝜋, ۰ < 𝑦 < 𝜋

۶



کنید. حل را شده داده بعدی دو موج انتشار مسئله جداسازی روش از استفاده با ١٧ سوال
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⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝜕۲𝑢
𝜕𝑡۲ = ۴∇۲𝑢 ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝜕𝑢
𝜕𝑦 (𝑥, ۰, 𝑡) = sin 𝜋𝑥 ۰ < 𝑥 < ۱, 𝑡 > ۰

𝜕𝑢
𝜕𝑦 (𝑥, ۱, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱, 𝑡 > ۰

𝜕𝑢
𝜕𝑥(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝜕𝑢

𝜕𝑥(۱, 𝑦, 𝑡) = ۰ ۰ < 𝑦 < ۱, 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = cos ۲𝜋𝑥 ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱

𝜕𝑢
𝜕𝑡 (𝑥, 𝑦, ۰) = cos ۲𝜋𝑦 ۰ < 𝑥 < ۱, ۰ < 𝑦 < ۱

٧


