
تمارین سوم سری پاسخنامه

دیفرانسیل معادلات درس

٩٩ اردیبهشت

تعال بسمه

آورید. بدست را زیر دیفرانسیل معادلات اه دست عموم جواب ١ سوال
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X = ⎡
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⎤
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−۲e
⎤
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د) •

X = ⎡
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−۳
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√
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X + ⎡
⎣

e
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و A مربع ثابت ماتریس برای که میبینیم مسئله این در کنیم. مرور را ٧ مسئله که بینیم م لازم ایتدا سوال حل از قبل پاس

: اولیه مقدار مسئله تای) (ی جواب پیوسته های درایه با g ستون ماتریس

X = AX + g(t) , X(۰) = X۰

آید: م بدست زیر رابطه توسط

X(t) = exp(At)X۰ +
۰

exp(A(t − s))g(s)ds

است. ثابت ماتریس ی X(۰) = X۰ = ⎡
⎣

a۱

a۲

⎤
⎦
نیم می فرض مسئله های قسمت تمام در

ایم: آورده بدست را زیر رابطه تمارین دوم سری از ی شماره تمرین دوم قسمت در الف) •

exp(⎡
⎣

۲ −۱

۳ −۲
⎤
⎦

t) = ۱
۲

⎡
⎣
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۳e − ۳e −e + ۳e

⎤
⎦



آوریم: م بدست g(t) = ⎡
⎣

e
۱
⎤
⎦
داریم مسئله این در که آنجای از نتیجه در

exp(⎡
⎣

۲ −۱

۳ −۲
⎤
⎦

(t − s))g(s) = ۱
۲

⎡
⎣

۳e − e −e + e
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⎤
⎦

⎡
⎣

e
۱
⎤
⎦
نهایت: در و

exp(⎡
⎣

۲ −۱

۳ −۲
⎤
⎦

(t − s))g(s) = ۱
۲

⎡
⎣

۳e − e ۲ − e + e
۳e − ۳e ۲ − e + ۳e

⎤
⎦

شود: م داده زیر رابطه توسط مذکور اه دست جواب نهایت در و

X(t) = ۱
۲

⎡
⎣

۳e − e −e + e
۳e − ۳e −e + ۳e

⎤
⎦

⎡
⎣

a۱

a۲

⎤
⎦

+
۰

۱
۲

⎡
⎣

۳e − e ۲ − e + e
۳e − ۳e ۲ − e + ۳e

⎤
⎦

ds

شود م برابر مذکور اه دست جواب نهایت در جبری عملیات کم و ها درایه ت ت بر گیری رال انت اعمال با

با:

X(t) = ۱
۲

⎡⎢
⎣

۳te + (۳a۱ − a۲ − ۳
۲

)e + (−a۱ + a۲ − ۱
۲
)e + ۲

۳te + (۳a۱ − a۲ − ۵
۲
)e + (−۳a۱ + ۳a۲ − ۳

۲
)e + ۴

⎤⎥
⎦

ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ی .λ۱, λ۲ = ۲ ±
√
۵i با هستند برابر A = ⎡

⎣

۲ −۵

۱ ۲
⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر ب) •

برابر λ۲ = ۲ −
√
۵i ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ی نتیجه در و Y۱ = ⎡

⎣

√
۵i
۱

⎤
⎦
با است برابر λ۱ = ۲ +

√
۵i

داریم: را زیر رابطه نتیجه در Y۲ = ⎡
⎣

−
√
۵i

۱
⎤
⎦
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⎡
⎣

√
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⎦

⎡
⎣
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√
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√
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⎤
⎦

⎡
⎣

√
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√
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⎤
⎦

۱

= ⎡
⎣
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۱ ۲
⎤
⎦

داشت: خواهیم نتیجه در و

exp(⎡
⎣

۲ −۵

۱ ۲
⎤
⎦

t) = ⎡
⎣

√
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√
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۱ ۱
⎤
⎦

⎡
⎣
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⎤
⎦

⎡
⎣

√
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√
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۱ ۱
⎤
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۱

آوریم: م بدست نهایت در فوق ماتریس ضرب انجام با

exp(⎡
⎣

۲ −۵

۱ ۲
⎤
⎦

t) = ⎡
⎣

e۲ cos
√
۵t −

√
۵e۲ sin

√
۵t

۱√
۵

e۲ sin
√
۵t e۲ cos

√
۵t

⎤
⎦

: که شود م نتیجه g(t) = ⎡
⎣

− cos t
sin t

⎤
⎦
داریم سوال این در ه این به توجه با و

exp(⎡
⎣

۲ −۵

۱ ۲
⎤
⎦

(t − s))g(s) = ⎡
⎣

e۲ ۲ cos
√
۵(t − s) −

√
۵e۲ ۲ sin

√
۵(t − s)

۱√
۵

e۲ ۲ sin
√
۵(t − s) e۲ ۲ cos

√
۵(t − s)

⎤
⎦

⎡
⎣

− cos s
sin s

⎤
⎦

٢



: نتیجه در و

exp(⎡
⎣

۲ −۵

۱ ۲
⎤
⎦

(t − s))g(s) = ⎡
⎣

−e۲ ۲ cos
√
۵(t − s) cos s −

√
۵e۲ ۲ sin

√
۵(t − s) sin s

− ۱√
۵

e۲ ۲ sin
√
۵(t − s) cos s + e۲ ۲ cos

√
۵(t − s) sin s

⎤
⎦

از: است عبارت مذکور اه دست جواب پس

X(t) = ⎡
⎣

e۲ cos
√
۵t −

√
۵e۲ sin

√
۵t

۱√
۵

e۲ sin
√
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√
۵t

⎤
⎦

⎡
⎣
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⎤
⎦

+
۰

⎡
⎣

−e۲ ۲ cos
√
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√
۵e۲ ۲ sin

√
۵(t − s) sin s

− ۱√
۵

e۲ ۲ sin
√
۵(t − s) cos s + e۲ ۲ cos

√
۵(t − s) sin s

⎤
⎦

ds

: از شود م عبارت مذکور اه دست جواب نهایت در و

X(t) = ⎡⎢
⎣

a۱e۲ cos
√
۵t + (−

√
۵a۲ − ۱

۲
√
۵

)e۲ sin
√
۵t − ۱

۲
sin t

(a۲ + ۱
۱۰

)e۲ cos
√
۵t + ۱√

۵
a۱e۲ sin

√
۵t − ۱

۱۰
cos t − ۱

۵
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⎤⎥
⎦

به را زیر روابط شود م پیشنهاد شوید م رو به رو ای پیچیده نسبتا های رال انت با سوال این حل در که آنجای از

باشید: داشته خاطر

۰

e sin bsds = ae sin bt − be cos bt
a۲ + b۲ + b

a۲ + b۲

۰

e cos bsds = be sin bt + ae cos bt
a۲ + b۲ − a

a۲ + b۲

شود: واق مفید تواند م نیز زیر مثلثات روابط دانستن همچنین

cos α cos β = ۱
۲
(cos(α + β) + cos(α − β))

sin α sin β = ۱
۲
(cos(α − β) − cos(α + β))

sin α cos β = ۱
۲
(sin(α + β) + sin(α − β))

ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ی .λ۱ = ۲, λ۲ = −۳ از عبارتند A = ⎡
⎣

۱ ۱

۴ −۲
⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر ج) •

Y۲ = ⎡
⎣

۱

−۴
⎤
⎦
از است عبارت λ۲ = −۳ ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ی و Y۱ = ⎡

⎣

۱

۱
⎤
⎦
با است برابر λ۱ = ۲

: اکنون

exp(⎡
⎣

۱ ۱

۴ −۲
⎤
⎦
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⎣
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⎤
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⎦
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⎤
⎦
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٣



نتیجه: در و

exp(⎡
⎣

۱ ۱

۴ −۲
⎤
⎦

t) = ۱
۵

⎡
⎣

۴e۲ + e ۳ e۲ − e ۳

۴e۲ − ۴e ۳ e۲ + ۴e ۳
⎤
⎦

که: شود م نتیجه g(t) = ⎡
⎣

e ۲

−۲e
⎤
⎦
داریم که آنجای از و

exp(⎡
⎣

۱ ۱

۴ −۲
⎤
⎦

(t − s))g(s) = ۱
۵

⎡
⎣

۴e۲ ۲ + e ۳ ۳ e۲ ۲ − e ۳ ۳

۴e۲ ۲ − ۴e ۳ ۳ e۲ ۲ + ۴e ۳ ۳
⎤
⎦

⎡
⎣

e ۲

−۲e
⎤
⎦

: نتیجه در و

exp(⎡
⎣

۱ ۱

۴ −۲
⎤
⎦

(t − s))g(s) = ۱
۵

⎡
⎣

۴e۲ ۴ + e ۳ − ۲e۲ + ۲e ۳ ۴

۴e۲ ۴ − ۴e ۳ − ۲e۲ − ۸e ۳ ۴
⎤
⎦

آوریم: م بدست را مذکور اه دست جواب یادآوری در شده بیان رابطه از استفاده با اکنون

X(t) = ۱
۵

⎡
⎣

۴e۲ + e ۳ e۲ − e ۳

۴e۲ − ۴e ۳ e۲ + ۴e ۳
⎤
⎦

⎡
⎣

a۱

a۲

⎤
⎦

+
۰

۱
۵

⎡
⎣

۴e۲ ۴ + e ۳ − ۲e۲ + ۲e ۳ ۴

۴e۲ ۴ − ۴e ۳ − ۲e۲ − ۸e ۳ ۴
⎤
⎦

ds

: با شود م برابر اه دست جواب آخر در و

X(t) = ۱
۵

⎡
⎣

(۴a۱ + a۲ − ۱)e۲ + (a۱ − a۲ − ۳
۲

)e ۳ + ۵
۲
e

(۴a۱ + a۲ − ۱)e۲ + (−۴a۱ + ۴a۲ + ۶)e ۳ − ۵e ۲
⎤
⎦

مقدار با متناظر ویژه بردار ی .λ۱ = −۱, λ۲ = −۴ از عبارتند A = ⎡
⎣

−۳
√
۲

√
۲ −۲

⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر د) •

از است عبارت λ۲ = −۴ ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ی و Y۱ = ⎡
⎣

۱
√
۲
⎤
⎦
از است عبارت λ۱ = −۱ ویژه

: نتیجه در .Y۲ = ⎡
⎣

−
√
۲

۱
⎤
⎦

exp(⎡
⎣

−۳
√
۲

√
۲ −۲

⎤
⎦

t) = ⎡
⎣

۱ −
√
۲

√
۲ ۱

⎤
⎦

⎡
⎣

e ۰

۰ e ۴
⎤
⎦

⎡
⎣

۱ −
√
۲

√
۲ ۱

⎤
⎦

۱

داریم: نهایت در و

exp(⎡
⎣

−۳
√
۲

√
۲ −۲

⎤
⎦

t) = ۱
۳

⎡
⎣

e + ۲e ۴
√
۲e −

√
۲e ۴

√
۲e −

√
۲e ۴ ۲e + e ۴

⎤
⎦

: یریم می نتیجه g(t) = ⎡
⎣

e
−e

⎤
⎦
ه این به توجه با و

exp(⎡
⎣

−۳
√
۲

√
۲ −۲

⎤
⎦

(t − s))g(s) = ۱
۳

⎡
⎣

(۱ −
√
۲)e + (۲ +

√
۲)e ۴ ۳

(
√
۲ − ۲)e − (۱ +

√
۲)e ۴ ۳

⎤
⎦

۴



از: است عبارت مذکور اه دست جواب

X(t) = ۱
۳

⎡
⎣

e + ۲e ۴
√
۲e −

√
۲e ۴

√
۲e −

√
۲e ۴ ۲e + e ۴

⎤
⎦

⎡
⎣

a۱

a۲

⎤
⎦

+
۰

۱
۳

⎡
⎣

(۱ −
√
۲)e + (۲ +

√
۲)e ۴ ۳

(
√
۲ − ۲)e − (۱ +

√
۲)e ۴ ۳

⎤
⎦

ds

از: شود م عبارت مذکور اه دست جواب نهایت در محاسبات با

X(t) = ۱
۳

⎡⎢⎢
⎣

(۱ −
√
۲)te + (a۱ +

√
۲a۲ + ۲ +

√
۲

۳
)e + (۲a۱ −

√
۲a۲ − ۲ +

√
۲

۳
)e ۴

(
√
۲ − ۲)te + (

√
۲a۱ + ۲a۲ − ۱ +

√
۲

۳
)e + (−

√
۲a۱ + a۲ + ۱ +

√
۲

۳
)e ۴

⎤⎥⎥
⎦

کنید. تبدیل اول مرتبه از دیفرانسیل معادلات اه دست به را زیر دیفرانسیل معادلات از کدام هر ٢ سوال

الف) •

u + ۱
۲
u + ۲u = ۳ sin t

ب) •

t۲u + tu + (t۲ − ۱
۴

)u = ۰

ج) •

u ۴ − u = ۰

: و x۱ = x۲ نتیجه در .u = x۱, u = x۲ دهیم م قرار الف) • پاس

x۲ = u = − ۱
۲
x۲ − ۲x۱ + ۳ sin t

از: شود م عبارت مذکور دوم مرتبه از معادله با متناظر خط اه دست نتیجه در

⎡
⎣

x۱

x۲

⎤
⎦

= ⎡
⎣

۰ ۱

−۲ − ۱
۲

⎤
⎦

⎡
⎣

x۱

x۲

⎤
⎦

+ ⎡
⎣

۰

۳ sin t
⎤
⎦

همچنین: و t۲x۱ = t۲x۲ نتیجه در و x۱ = x۲ نتیجه در .u = x۱, u = x۲ دهیم م قرار ب) •

t۲x۲ + tx۲ + (t۲ − ۱
۴

)x۱ = ۰

از: است عبارت مذکور دوم مرتبه معادله با متناظر خط سیستم نتیجه در

t۲ ⎡
⎣

x۱

x۲

⎤
⎦

= ⎡
⎣

۰ t۲

−t۲ + ۱
۴

−t
⎤
⎦

⎡
⎣

x۱

x۲

⎤
⎦

۵



نتیجه: در .u = x۱, u = x۲, u = x۳, u = x۴ دهید قرار ج) •

x۱ = x۲ , x۲ = x۳ , x۳ = x۴ , x۴ = x۱

از: است عبارت چهار مرتبه از مذکور معادله با متناظر سیستم نتیجه در

⎡⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

x۱

x۲

x۳

x۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۱

۱ ۰ ۰ ۰

⎤⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

x۱

x۲

x۳

x۴

⎤⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

پذیرند. مشتق توابع g۱, g۲ همچنین نیستند. صفر هم با a۱۲, a۲۱ ه بطوری هستند ثابت اعدادی a۱۱, a۱۲, a۲۱, a۲۲ فرضکنید ٣ سوال

است: اولیه شرایط با دوم درجه معادله ی به تبدیل قابل زیر اه دست دهید نشان

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

x۱ = a۱۱x۱ + a۱۲x۲ + g۱(t) , x۱(۰) = x۰
۱

x۲ = a۲۱x۱ + a۲۲x۲ + g۲(t) , x۲(۰) = x۰
۲

آوریم: م بدست بالا معادله دو طرفین در t = ۰ ذاری جای با ابتدا پاس

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

x۱(۰) = a۱۱x۰
۱ + a۱۲x۰

۲ + g۱(۰)

x۲(۰) = a۲۱x۰
۱ + a۲۲x۰

۲ + g۲(۰)

یریم: می مشتق معادله اولین طرفین از ابتدا .a۱۲ ≠ ۰ کنید فرض ابتدا حال

x۱ = a۱۱x۱ + a۱۲x۲ + g۱(t)

داریم: نیم. می ذاری جای دوم معادله از را آن تساوی عبارت x۲ عبارت بجای آمده بدست معادله راست طرف در

x۱ = a۱۱x۱ + a۱۲(a۲۱x۱ + a۲۲x۲ + g۲(t)) + g۱(t)

نتیجه: در و

x۱ = a۱۱x۱ + a۱۲a۲۱x۱ + a۱۲a۲۲x۲ + a۱۲g۲(t) + g۱(t)

داریم: را زیر استنتاج حال

x۱ = a۱۱x۱ + a۱۲x۲ + g۱(t) ⇒ x۲ = ۱
a۱۲

(x۱ − a۱۱x۱ − g۱(t))

۶



آوریم: م بدست قبل معادله در x۲ ذاری جای با

x۱ = a۱۱x۱ + a۱۲a۲۱x۱ + a۲۲(x۱ − a۱۱x۱ − g۱(t)) + a۱۲g۲(t) + g۱(t)

نتیجه: در و

x۱ = (a۱۱ + a۲۲)x۱ + (a۱۲a۲۱ − a۱۱a۲۲)x۱ − a۲۲g۱(t) + a۱۲g۲(t) + g۱(t)

کند: م صدق زیر اولیه مقدار مسئله در x۱ پس

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

x۱ = (a۱۱ + a۲۲)x۱ + (a۱۲a۲۱ − a۱۱a۲۲)x۱ − a۲۲g۱(t) + a۱۲g۲(t) + g۱(t)

x۱(۰) = x۰
۱

x۱(۰) = a۱۱x۰
۱ + a۱۲x۰

۲ + g۱(۰)

رابطه: از استفاده با و دهیم م نمایش x۱ همان با را آن که است تای ی جواب دارای مسئله این

x۲ = ۱
a۱۲

(x۱ − a۱۱x۱ − g۱(t))

نمود. حاصل نیز را x۲ میتوان

داریم: آن در اول معادله ذاری جای و دوم معادله از گیری مشتق با .a۲۱ ≠ ۰ کنید فرض حال

x۲ = a۲۱(a۱۱x۱ + a۱۲x۲ + g۱(t)) + a۲۲x۲ + g۲(t)

نتیجه: در و

x۲ = a۲۱a۱۱x۱ + a۲۱a۱۲x۲ + a۲۱g۱(t) + a۲۲x۲ + g۲(t)

داریم: را زیر استنتاج حال

x۲ = a۲۱x۱ + a۲۲x۲ + g۲(t) ⇒ x۱ = ۱
a۲۱

(x۲ − a۲۲x۲ − g۲(t))

آوریم: م بدست قبل معادله در ذاری جای با

x۲ = a۱۱(x۲ − a۲۲x۲ − g۲(t)) + a۲۱a۱۲x۲ + a۲۱g۱(t) + a۲۲x۲ + g۲(t)

نهایت: در و

x۲ = (a۱۱ + a۲۲)x۲ + (a۲۱a۲۱ − a۱۱a۲۲)x۲ − a۱۱g۲(t) + a۲۱g۱(t) + g۲(t)

٧



ند: می صدق زیر اولیه مقدار مسئله در x۲ پس

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

x۲ = (a۱۱ + a۲۲)x۲ + (a۲۱a۲۱ − a۱۱a۲۲)x۲ − a۱۱g۲(t) + a۲۱g۱(t) + g۲(t)

x۲(۰) = x۰
۲

x۲(۰) = a۲۱x۰
۱ + a۲۲x۰

۲ + g۲(۰)

رابطه: از استفاده با نهایت در دهیم. م نمایش x۲ همان با را آن که است تای ی جواب دارای مسئله این

x۱ = ۱
a۲۱

(x۲ − a۲۲x۲ − g۲(t))

آورد. بدست نیز را x۱ توان م

زیر: دوم درجه معادله نتیجه در و x۱ = y, x۲ = y کنید فرض ۴ سوال

y + p(t)y + q(t)y = ۰

است: زیر اه دست با معادل
⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

x۱ = x۲

x۲ = −q(t)x۱ − p(t)x۲

به اه آن باشد مذکور دوم درجه معادله اساس جواب ی y۱, y۲ و بالا اه دست اساس جواب ی X۱, X۲ اگر دهید نشان

داریم: c مانند صفر غیر ثابت ازای

W[y۱, y۲] = cW[X۱, X۲]

شود: م تعریف زیر رابطه توسط y۱, y۲ پذیر مشتق تاب دو ین رونس که نیم می یادآوری

W[y۱, y۲](t) ∶= det ⎡
⎣

y۱(t) y۲(t)
(y۱(t)) (y۲(t))

⎤
⎦

شود: م تعریف زیر بصورت X۱, X۲ ین رونس نیز باشند م ٢ بعد از ستون های بردار که X۱, X۲ برداری تاب دو برای و

W[X۱, X۲](t) = det [X۱(t)|X۲(t)]

است. شده ایجاد هم کنار در X۱, X۲ های ستون دادن قرار اثر بر که است ماتریس راست سمت ماتریس از منظور که

t پارامتر به نسبت پیوسته بطور آن های درایه که باشد مربع ماتریس A(t) کنید فرض نیم. می یادآوری را مطالب ابتدا پاس

و وجود های گزاره از باشد. A(t) با بعد هم ثابت پذیر وارون مربع ماتریس ی B۰ کنید فرض همچنین نند. می تغییر

٨



واق در (و دارد وجود X(۰) = B۰ اولیه شرط با X = A(t)X اه دست برای اساس ماتریس که شود م نتیجه تای ی

باشد). م نیز بفرد منحصر

فرض و باشد X = A(t)X سیستم برای دلخواه اساس ماتریس ی Y(t) فرضکنید پردازیم. م مشاهده ی به اکنون

م X = A(t)X سیستم اساس ماتریس ی نیز Y(t)C۰ دهیم م نشان باشد. ثابت پذیر وارون ماتریس ی C۰ کنید

که: چرا باشد.

(Y(t)C۰) = Y (t)C۰ = A(t)Y(t)C۰ = A(t)(Y(t)C۰)

X۱(۰) = B۱, X۲(۰) = B۲ شرایط در و باشند X = A(t)X سیستم برای اساس ماتریس دو X۱(t), X۲(t) کنید فرض

هم با ارتباط چه X۱, X۲ که ببینیم میخواهیم باشند. م ثابت و پذیر وارون های ماتریس B۱, B۲ آن در که کنند صدق

که است X = A(t)X سیستم برای اساس ماتریس ی X۱(t)B ۱
۱ B۲ که شود م نتیجه اخیر های نوشته طبق دارند.

باشیم: داشته باید لزوما تای ی طبق شود. م B۲ با برابر t = ۰ در

X۲(t) = X۱(t)B ۱
۱ B۲

برقرار X۱, X۲ بین زیر رابطه C مانند ثابت پذیر وارون ماتریس ازای به که شود م نتیجه C = B ۱
۱ B۲ دهیم قرار اگر و

بود: خواهد

X۲(t) = X۱(t)C

نیم. می استفاده چهار سوال حل برای نتیجه این از

: دوم مرتبه معادله برای ها جواب از اساس اه دست ی y۱, y۲ و باشند t از پیوسته توابع p(t), q(t) کنید فرض حال

y + p(t)y + q(t)y = ۰

تولید را مذکور دوم درجه معادله های جواب همه y۱, y۲ خط های ترکیب و بوده خط مستقل y۱, y۲ (یعن دهند یل تش

: ستون های بردار نتیجه در کنند).

Y۱ = ⎡
⎣

y۱(t)
(y۱(t))

⎤
⎦

, Y۲(t) = ⎡
⎣

y۲(t)
(y۲(t))

⎤
⎦

باشد: م زیر سیستم برای ها جواب از اساس اه دست ی نتیجه در و خط مستقل جواب دو

⎡
⎣

x۱

x۲

⎤
⎦

= ⎡
⎣

۰ ۱

−q(t) −p(t)
⎤
⎦

⎡
⎣

x۱

x۲

⎤
⎦
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: نتیجه در شود). م نتیجه y۱, y۲ بودن خط مستقل از ها جواب این بودن خط (مستقل

Y(t) = ⎡
⎣

y۱(t) y۲(t)
(y۱(t)) (y۲(t))

⎤
⎦

: سیستم برای اساس ماتریس ی

X = ⎡
⎣

۰ ۱

−q(t) −p(t)
⎤
⎦

X

بنابر و باشد م سیستم همین برای اساس ماتریس ی نیز [X۱|X۲] ماتریس سوال فرض طبق ر دی طرف از باشد. م

داریم: C مانند پذیری وارون ثابت ماتریس ازای به که شود م نتیجه شد بیان سوال این حل از قبل که مطالب

⎡
⎣

y۱(t) y۲(t)
(y۱(t)) (y۲(t))

⎤
⎦

= [X۱(t)|X۲(t)]C

داریم: c مانند صفر غیر ثابت ازای به که میشود نتیجه طرفین بر دترمینان اعمال با

W[y۱, y۲] = cW[X۱, X۲]

که است n مرتبه از مربع ماتریس P ه بطوری باشند x = Px معادله خط مستقل های جواب x۱, ..., x کنید فرض ۵ سوال

( (ستون جواب هر هستند. پیوسته توابع ها درایه این α < t < β بازه در و نند می تغییر t متغیر به وابسته آن های درایه

این ستون جواب ی z(t) اگر مثلا نوشت. x۱, .., x ستون های ماتریس از خط ترکیب بصورت میتوان را معادله این

نوشت: توان م c۱, ..., c مانند ثابت اعداد ازای به اه آن باشد اه دست

z(t) = c۱x۱(t) + ... + c x (t)

شوند. م تعیین تا ی بطور c۱, ..., c ضرایب بالا خط ترکیب در دهید نشان

برای ای پایه x۱, .., x ستون های بردار که چرا است واض جواب که کنیم اه ن سوال به خط جبر منظر از بخواهیم اگر پاس

م را سیستم جواب هر که میشود نتیجه پایه تعریف طبق و میدهند یل تش X = PX سیستم ستون های جواب فضای

شوند. م تعیین بفرد منحصر بطور خط ترکیب آن در دخیل ضرایب که نوشت پایه عناصر از خط ترکیب بصورت توان

هر برای زیر تساوی که میدهیم نشان ابتدا کرد: عمل اینطور میتوان کنیم اه ن سوال به معادلات منظر از بخواهیم اگر ول

: α < t < β

c۱x۱(t) + ... + c x (t) = ۰

١٠



.c۱ = ... = c = ۰ که دهد م نتیجه

است: زیر تساوی با معادل ماتریس زبان به شده نوشته تساوی دلیل:

[x۱(t)|x۲(t)|...|x (t)]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

c۱
c۲
.
.

c

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

= ۰

ماتریس که شود م نتیجه باشد م X = PX سیستم های جواب برای ای پایه x۱(t), ..., x (t) که آنجای از طرف از

پذیری وارون باشد. م پذیر وارون نتیجه در و باشد م X = PX سیستم برای اساس ماتریس ی [x۱(t)|...|x (t)]

.c۱ = ... = c = ۰ که دهد م نتیجه بالا رابطه همراه به ماتریس این

ایم: نوشته x۱, ..., x خط ترکیب بصورت زیر روش دو به را z(t) ستون جواب کنید فرض اکنون

z(t) = c۱x۱(t) + ... + c x (t)

z(t) = d۱x۱(t) + ... + d x (t)

پس:

c۱x۱(t) + ... + c x (t) = d۱x۱(t) + ... + d x (t)

نتیجه: در و

(c۱ − d۱)x۱(t) + ... + (c − d )x (t) = ۰

بطور خط ترکیب در دخیل ضرایب پس .c۱ = d۱, ..., c = d که یریم می نتیجه شد بیان ابتدا که آنچه از استفاده با و

شوند. م تعیین تا ی

زیر: دیفرانسیل معادلات اه دست از هرکدام در ۶ سوال

بیابید. را اه دست (ایستای) بحران نقاط الف) •

آورید. بدست نقاط این نزدی را سیستم با متناظر خط اه دست ب) •

.( بحران نقطه هر نزدی (در کنید توجیه را آن رفتار و آورده بدست را خط اه دست این ویژه مقادیر ج) •

(.... یا است پایدار مجانب بطور یا است پایدار بحران نقطه آن (یعن

١١



(١ •
⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

dx
dt = (۱ + x) sin y

dy
dt = ۱ − x − cos y

(٢ •
⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

dx
dt = x − x۲ − xy

dy
dt = (۲ − x)(y + ۱

۲
x)

(٣ •
⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

dx
dt = −۲x − y − x(x۲ + y۲)

dy
dt = x − y + y(x۲ + y۲)

بردار باشد م x از پیوسته تابع f و باشد م ستون بردار ی x آن در که x = f(x) اه دست در که نیم می یادآوری ابتدا پاس

.f(x۰) = ۰ هرگاه نامیم م مذکور اه دست (ایستای) بحران نقطه ی را x۰ ستون

باشد: اه دست این ایستای نقطه ی (x۰, y۰) و باشد شده داده زیر بعدی دو اه دست کنید فرض

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

x = F(x, y)

y = G(x, y)

از: شود م عبارت (x۰, y۰) ایستای نقطه حول فوق اه دست زننده تقریب خط سیستم

⎡
⎣

u۱

u۲

⎤
⎦

= ⎡⎢⎢
⎣

∂F
∂x (x۰, y۰)

∂F
∂y (x۰, y۰)

∂G
∂x (x۰, y۰)

∂G
∂y (x۰, y۰)

⎤⎥⎥
⎦

⎡
⎣

u۱

u۲

⎤
⎦

تعمیم طبیع بطور نیز بالاتر بعد از های سیستم به را فوق تعریف توان م البته .u۱ = x − x۰, u۲ = y − y۰ آن در که

نیم. می بسنده یادآوری همین به نیم می کار بعدی دو های سیستم با تمرین این در که آنجای از ول داد

وضعیت میتوان آید م بدست خود ایستای نقطه حول سیستم سازی خط در که ضرایب ماتریس ویژه مقادیر از استفاده با

ویژه مقادیر r۱, r۲ و نیم می کار بعدی دو های اه دست با که کنید فرض همچنان نمود. بررس را ایستا نقطه آن پایداری

باشد. آمده بدست ضرایب ماتریس

باشد. م گره ی که داریم ناپایدار ایستای نقطه باشند مثبت r۱, r۲ دوی هر و متمایز و حقیق دو هر r۱, r۲ اگر (١ •

ی که داریم پایدار مجانب بطور ایستای نقطه باشند منف r۱, r۲ دوی هر و متمایز و حقیق دو هر r۱, r۲ اگر (٢ •

باشد. م گره

١٢



ی که داریم ناپایدار ایستای نقطه اه آن باشد منف ری دی و مثبت ی و متمایز و حقیق دو هر r۱, r۲ اگر (٣ •

باشد. م سیستم زین نقطه

باشد. م مارپیچ نقطه ی یا گره ی که داریم ناپایدار ایستای نقطه اه آن باشند مثبت دو هر و r۱ = r۲ اگر (۴ •

مارپیچ نقطه ی یا گره ی که داریم پایدار مجانب بطور ایستای نقطه اه آن باشند منف دو هر و r۱ = r۲ اگر (۵ •

باشد. م

که داریم ناپایدار ایستای نقطه اه آن باشد مثبت آنها حقیق قسمت و باشند ( حقیق (غیر مختلط r۱, r۲ اگر (۶ •

باشد. م مارپیچ نقطه ی

که داریم پایدار مجانب بطور ایستای نقطه اه آن باشند منف حقیق قسمت با ( حقیق (غیر مختلط r۱, r۲ اگر (٧ •

است. مارپیچ نقطه ی

پایداری مورد در توان نم آزمون این از استفاده با اه آن (r۱, r۲ = ±λi (یعن باشند محض موهوم r۱, r۲ اگر (٨ •

مرکزی. نقطه ی یا است مارپیچ نقطه ی یا حتما ایستا نقطه این ول گرفت تصمیم ایستا نقطه این

بپردازیم. سوال حل به که ایم آماده اکنون

نند: می صدق زیر روابط در که هستند ای (x۰, y۰) نقاط آن اه دست این بحران نقاط (١ •

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

(۱ + x۰) sin y۰ = ۰

۱ − x۰ − cos y۰ = ۰

: از عبارتند سیستم این بحران نقاط که شود م نتیجه ساده حساب ی با

(x۰, y۰) = (۰, ۲kπ) , (x۰, y۰) = (۲, (۲k + ۱)π)

است. صحی عددی k آن در که

از: است عبارت (x۰, y۰) = (۰, ۲kπ) ایستای نقاط حول سیستم زننده تقریب خط اه دست

⎡
⎣

u۱

u۲

⎤
⎦

= ⎡
⎣

۰ ۱

−۱ ۰
⎤
⎦

⎡
⎣

u۱

u۲

⎤
⎦

از: است عبارت (x۰, y۰) = (۲, (۲k + ۱)π) ایستای نقاط حول سیستم زننده تقریب خط اه دست و

⎡
⎣

u۱

u۲

⎤
⎦

= ⎡
⎣

۰ −۳

−۱ ۰
⎤
⎦

⎡
⎣

u۱

u۲

⎤
⎦
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نقاط (۲, (۲k + ۱)π) ایستای نقاط نتیجه در .r۱, r۲ = ±
√
۳ از عبارتند A = ⎡

⎣

۰ −۳

−۱ ۰
⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر

باشند. م زین نوع از و سیستم ناپایدار

یا پایداری مورد در شده بیان آزمون نتیجه در .r۱, r۲ = ±i از عبارتند B = ⎡
⎣

۰ ۱

−۱ ۰
⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر

سیستم مارپیچ نقطه ی یا حتما نقاط این ول کند. گیری تصمیم تواند نم (۰, ۲kπ) ایستای نقاط ناپایداری

آن. از مرکزی نقطه ی یا هستند

نند: می صدق زیر روابط در که هستند ای (x۰, y۰) نقاط آن اه دست این بحران نقاط (٢ •

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

x۰ − x۲
۰ − x۰y۰ = ۰

(۲ − x۰)(y۰ + ۱
۲
x۰) = ۰

: از عبارتند اه دست این بحران نقاط تنها که کرد بررس راحت به میتوان

(x۰, y۰) = (۰, ۰) , (x۰, y۰) = (۲, −۱)

از: است عبارت مبدا حول سیستم زننده تقریب خط اه دست

⎡
⎣

u۱

u۲

⎤
⎦

= ⎡
⎣

۱ ۰

۱ ۲
⎤
⎦

⎡
⎣

u۱

u۲

⎤
⎦

ی مبدا که شود م نتیجه باشد م r۱ = ۱, r۲ = ۲ با برابر A = ⎡
⎣

۱ ۰

۱ ۲
⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر که آنجای از و

باشد. م گره ی که است سیستم برای ناپایدار ایستای نقطه

از: است عبارت (۲, −۱) نقطه حول سیستم زننده تقریب خط اه دست همچنین

⎡
⎣

u۱

u۲

⎤
⎦

= ⎡
⎣

−۲ −۲

۰ ۰
⎤
⎦

⎡
⎣

u۱

u۲

⎤
⎦

تقریب خط سیستم پس .r۱ = ۰, r۲ = −۲ با برابرند B = ⎡
⎣

−۲ −۲

۰ ۰
⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر که است واض و

دهد. ایستا نقطه این مورد در اطلاعات تواند نم حالت این در زننده

نند: می صدق زیر روابط در که هستند ای (x۰, y۰) نقاط آن اه دست این بحران نقاط (٣ •

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

−۲x۰ − y۰ − x۰(x۲
۰ + y۲

۰) = ۰

x۰ − y۰ + y۰(x۲
۰ + y۲

۰) = ۰

١۴



ای نقطه (x۰, y۰) کنید فرض باشد. م (x۰, y۰) = (۰, ۰) نقطه اه دست این بحران نقطه ی که است واض

معادلات اه دست در ذاری جای با .r۰ ≠ ۰ که x۰ = r۰ cos θ۰, y۰ = r۰ sin θ۰ بنویسید باشد. مبدا از غیر بحران

آوریم: م بدست بالا
⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

−۲ cos θ۰ − sin θ۰ − r۲۰ cos θ۰ = ۰

cos θ۰ − sin θ۰ + r۲۰ sin θ۰ = ۰

بدست را r۲۰ عبارت معادله دو هر از اکنون باشند. صفر با برابر نمیتوانند cos θ۰, sin θ۰ از کدام هی که کنید توجه

رسیم: م زیر معادله به نهایت در و دهید قرار مساوی ر دی ی با و آورده

−۲ cos θ۰ − sin θ۰
cos θ۰

= − cos θ۰ + sin θ۰
sin θ۰

: که شود م نتیجه اول رابطه از که کنید توجه همچنین .tan ۲θ۰ = ۲
۳
آوریم م بدست نهایت در و

r۲۰ = −۲ − tan θ۰

داریم: اکنون

۲ tan θ۰

۱ − tan۲ θ۰
= ۲

۳
⇒ tan۲ θ۰ + ۳ tan θ۰ − ۱ = ۰

نتیجه: در و

tan θ۰ = −۳ ±
√
۱۳

۲

داشت: خواهیم نهایت در و باشد مثبت نمیتواند tan θ۰ که یریم می نتیجه r۲۰ = −۲ − tan θ۰ رابطه به توجه با

tan θ۰ = −۳ −
√
۱۳

۲
, r۲۰ = −۱ +

√
۱۳

۲

آن: در که داریم نیز (r۰ cos θ, r۰ sin θ) صورت به بحران نقاط (x۰, y۰) = (۰, ۰) بحران نقطه بر علاوه نتیجه در

r۲۰ = −۱ +
√
۱۳

۲
, tan θ = −۳ −

√
۱۳

۲

زیر حالت دو از ی نتیجه در و دارد قرار صفحه سوم یا اول رب در ۲θ که شود م نتیجه tan ۲θ = ۲
۳
رابطه از

داریم: یا دهد: م رخ

cos ۲θ = ۳√
۱۳

, sin ۲θ = ۲√
۱۳

داریم: یا

cos ۲θ = − ۳√
۱۳

, sin ۲θ = − ۲√
۱۳

١۵



شوند: م حاصل شده داده مشخصات توسط که زیر نقاط دسته از عبارتند دوم دسته ایستای نقاط پس

آن: در که است (r۰ cos α, r۰ sin α) نقطه (الف):

cos ۲α = ۳√
۱۳

, sin ۲α = ۲√
۱۳

آن: در که است (r۰ cos β, r۰ sin β) نقطه (ب):

cos ۲β = − ۳√
۱۳

, sin ۲β = − ۲√
۱۳

داشته قرار صفحه چهارم و دوم رب در باید α, β که کنید r۲۰.(توجه = −۱ +
√
۱۳

۲
داریم نیز حالت دو هر در و

باشند)

از: است عبارت مبدا حول سیستم زننده تقریب خط اه دست حال

⎡
⎣

u۱

u۲

⎤
⎦

= ⎡
⎣

−۲ −۱

۱ −۱
⎤
⎦

⎡
⎣

u۱

u۲

⎤
⎦

که شود م نتیجه باشند م r۱, r۲ = −۳ ±
√
۳i

۲
با برابر A = ⎡

⎣

−۲ −۱

۱ −۱
⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر که آنجای از و

باشد. م نیز اه دست مارپیچ نقطه ی که است سیستم برای پایدار مجانب بطور ایستای نقطه ی مبدا

خط سیستم (x۰, y۰) دلخواه ایستای نقطه برای ابتدا نیم. می عمل صورت بدین دوم نوع از ایستای نقاط برای

از: شود م عبارت آن حول اه دست زننده تقریب

⎡
⎣

u۱

u۲

⎤
⎦

= ⎡
⎣

−۲ − ۳x۲
۰ − y۲

۰ −۱ − ۲x۰y۰

۱ + ۲x۰y۰ −۱ + x۲
۰ + ۳y۲

۰

⎤
⎦

⎡
⎣

u۱

u۲

⎤
⎦

محاسبه با اه آن باشند A ویژه مقادیر r۱, r۲ اگر و A = ⎡
⎣

−۲ − ۳x۲
۰ − y۲

۰ −۱ − ۲x۰y۰

۱ + ۲x۰y۰ −۱ + x۲
۰ + ۳y۲

۰

⎤
⎦
دهیم قرار اگر

داریم:

r۱ + r۲ = −۳ − ۲(x۲
۰ − y۲

۰) , r۱r۲ = ۳ + x۲
۰ − ۵y۲

۰ − ۳x۴
۰ − ۳y۴

۰ − ۶x۲
۰y۲

۰ + ۴x۰y۰

داریم: اه آن باشد (الف) حالت در صادق ایستای نقطه ی (x۰, y۰) اگر حال

r۱ + r۲ = −۶ + ۳√
۱۳

, r۱r۲ = −۲۰ + ۳
√
۱۳

۱۳

نتیجه: در و

r۱ + r۲ < ۰ , r۱r۲ < ۰

١۶



هستند علامت هم غیر و حقیق ویژه مقادیر حالت این در که کرد تحقیق آسان به توان م r۱r۲ < ۰ که آنجای از

یل تش را باشد م آن های جواب ویژه مقادیر که دوم درجه معادله توان م بالا اطلاعات از استفاده با واق (در

شود م نتیجه r۱ + r۲ < ۰ که آنجای از واق در است). مثبت عددی آن مبین که کرد تحقیق محاسبه کم با و داد

هستند. علامت هم غیر r۱, r۲ که شود م نتیجه r۱r۲ < ۰ که آنجای از و باشد م منف r۲ یا r۱ از ی حداقل که

برای ناپایدار ایستای نقاط (الف) نوع از نقاط نتیجه در و هستند علامت هم غیر و حقیق r۱, r۲ حالت این در پس

باشند. م سیستم زین نقطه که باشند م سیستم

داریم: اه آن باشد (ب) حالت در صادق سیستم ایستای نقطه ی (x۱, y۱) اگر همچنین

r۱ + r۲ = − ۳√
۱۳

, r۱r۲ = −۱۸۴ + ۱۶
√
۱۳

۱۳

نتیجه: در و

r۱ + r۲ < ۰ , r۱r۲ < ۰

م علامت هم غیر و حقیق r۱, r۲ ویژه مقادیر نیز حالت این در که گرفت نتیجه توان م باز قبل استدلال مانند

باشند. م اه دست زین نقاط که باشند م سیستم ناپایدار نقاط نیز (ب) نوع از ایستای نقاط پس باشند.

تمام و است اه دست مارپیچ و مجانب پایدار نقطه ی مبدا که گفت توان م کل بندی جم ی عنوان به پس

روند. م شمار به زین و ناپایدار نقاط اه دست این برای مبدا از غیر ایستای نقاط

یرید: ب نظر در را زیر اولیه مقدار مسئله ٧ سوال

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

X (t) = AX(t) + g(t)

X(۰) = X۰

باشد م t به نسبت پیوسته های درایه با t به وابسته ستون ماتریس ی g(t) و است ثابت و مربع ماتریس A ه بطوری

باشد. م ثابت ستون ماتریس ی نیز X۰ و

دهید: نشان الف) •

X(t) = Φ(t)X۰ +
۰

Φ(t − s)g(s)ds

ند. می صدق Φ(۰) = I اولیه شرط در که است X = AX اه دست اساس ماتریس Φ آن در که

دهید: نشان ب) •

X(t) = exp(At)X۰ +
۰

exp(A(t − s))g(s)ds

١٧



پذیر مشتق توابع α(t), β(t) کنید فرض نیم. می بیان ٢ عموم ریاض از یادآوری ی ابتدا سوال به دادن پاس از قبل پاس

میدهیم: قرار باشد. پذیر مشتق و s, t متغیر دو از تابع f(t, s) کنید فرض و باشند t پارامتر حسب بر

g(t) = f(t, s)ds

محاسبه برای حسابان اساس قضایای از نمیتوانیم وضعیت این در که کنید توجه بیاوریم. بدست را g مشتق میخواهیم و

عمل صورت بدین g مشتق آوردن بدست برای باشد. م وابسته t متغیر به رالده انت خود که چرا نمود استفاده مشتق

دهیم: م قرار و نموده معرف را u, v, w مستقل متغیر سه ابتدا نیم: می

H(u, v, w) = f(w, s)ds

محاسبه زیر رابطه از استفاده با g مشتق زنجیری قاعده ارگیری ب با و g(t) = H(α(t), β(t), t) که است واض حال

شود: م

g (t) = ∂H
∂u (α(t), β(t), t)α (t) + ∂H

∂v (α(t), β(t), t)β (t) + ∂H
∂w(α(t), β(t), t)

داریم: اما
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

∂H
∂u (α(t), β(t), t) = −f(t, α(t))

∂H
∂v (α(t), β(t), t) = f(t, β(t))

∂H
∂w(α(t), β(t), t) = ∫ ∂f

∂t(t, s)ds

نتیجه: در و

g (t) = β (t)f(t, β(t)) − α (t)f(t, α(t)) + ∂f
∂t(t, s)ds

بپردازیم. سوال این های بخش حل به که ایم آماده اکنون

که دهد م نتیجه قضیه) این تای ی صورت واق (در تای ی و وجود قضیه است پیوسته g که آنجای از الف) •

: که کنیم بررس کافیست پس باشد. م تای ی جواب دارای شده ذکر اولیه مقدار مسئله

X(t) = Φ(t)X۰ +
۰

Φ(t − s)g(s)ds

همچنین .X(۰) = X۰ که است واض Φ(۰) = I که آنجای از ابتدا باشد. م صادق مذکور اولیه مقدار مسئله در

داریم:

X (t) = Φ (t)X۰ + g(t) +
۰

(dΦ
dt (t − s)g(s))ds

١٨



اکنون است. شده استفاده آوردیم بدست یادآوری قسمت در که ای رابطه همان از رال انت جمله مشتق محاسبه در

و dΦ
dt (t − s) = AΦ(t − s) و Φ (t) = AΦ(t) پس است. X = AX اه دست اساس ماتریس ی Φ(t)

نیم: می ذاری جای اخیر رابطه در را حاصل روابط

X (t) = AΦ(t)X۰ + g(t) +
۰

AΦ(t − s)g(s)ds

رال انت پشت و آورد بیرون رال انت از الر اس ی مانند را آن میتوان است فرضشده ثابت ماتریس A که آنجای از

داشت: خواهیم اخیر رابطه بازنویس با نوشت.

X (t) = A(Φ(t)X۰ +
۰

Φ(t − s)g(s)ds) + g(t) = AX(t) + g(t)

کند. م صدق مذکور اولیه مقدار مسئله در X(t) نتیجه در و

در که X = AX اه دست اساس ماتریس که چرا باشد. م (الف) قسمت از مستقیم نتیجه قسمت این ب) •

.exp(At) از است عبارت باشد م همان با برابر t = ۰

١٩


