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تعال بسمه

زیر: دیفرانسیل معادلات های اه دست از کدام هر برای ١ سوال

کنید. رسم آنها برای مدار چند و کنید مشخص را آنها فاز صفحه الف) •

آورید. بدست را آنها عموم جواب ب) •

کنید. توصیف t → ∞ وقت را ها جواب رفتار ج) •
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کنیم. م یادآوری را مطالب ابتدا بپردازیم سوالات حل به مستقیم ه آن از قبل پاس

کنیم: م تعریف باشد. مختلط های درایه با 𝑛 مرتبه از مربع ماتریس A کنید فرض

expA ∶=
۰

A
𝑛! = I + A + A۲

۲! + A۳

۳! + ...

یرید: ب نظر در را زیر اولیه مقدار مسئله باشد. مختلط های درایه با 𝑛 مرتبه از مربع ماتریس ی A کنید فرض حال

X = AX , X(t۰) = X۰

مختلط های درایه با بعدی 𝑛 ستون بردار ی یا 𝑛 مرتبه از مربع ماتریس تواند م X۰ و دلخواه حقیق t۰عدد آن در که

ی از منظور نیست). وابسته t متغیر به A ماتریس که است آن بر فرض نمودیم ذکر اکنون تا که آنچه تمام (در باشد

و است X۰ ماتریس با نوع هم ستون، و سطر تعداد نظر از که باشد م Ω(t) ماتریس بالا، اولیه مقدار مسئله برای جواب

: و هستند) مقدار مختلط ، کل حالت در (که باشند م پذیر مشتق توابع آن های درایه

Ω (t) = AΩ(t) , Ω(t۰) = X۰

رابطه: توسط و است بفرد منحصر جواب این و دارد وجود جواب چنین استاندارد، های گزاره طبق

Ω(t) = (exp(A(t − t۰)))X۰

واق در باشد. م ضروری و مهم ندارد بست t به A ماتریس که مطلب این اخیر، رابطه در که کنید (توجه شود م بیان

نباشد). شده ذکر اولیه مقدار مسئله برای جواب است ن مم اخیر رابطه باشد، داشته t به وابست A اگر

اه: آن باشد، پذیر وارون P و باشند 𝑛 مرتبه از مربع های ماتریس P, B هرگاه : مفید رابطه ی

exp(P ۱BP) = P ۱(expB)P

ماتریس نیز exp(D) اه آن باشد a۱, ..., a با برابر ترتیب به آن قطر عناصر که باشد قطری ماتریس D اگر همچنین و

exp آوردن بدست برای راه ی پس باشد. م exp(a۱), ..., exp(a ) با برابر ترتیب به آن قطر عناصر که باشد م قطری

کنیم. استفاده بالا روابط از و نموده قطری بودن) ن مم صورت (در را ماتریس آن که است آن شده داده مربع ماتریس

از استفاده با و آورده بدست را دارد) وجود حتم بطور (که آن ژردان فرم میتوانیم نبود، شدن قطری شده داده ماتریس اگر

کنیم. محاسبه را شده داده ماتریس exp بالا روابط

صورت: به اولیه شرط که نیم می فرض سوال های قسمت تمام در پردازیم. م سوال های قسمت حل به اکنون

X(۰) = ⎡
⎣
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c d

⎤
⎦

باشد. ٢ مرتبه از مربع ماتریس جنس از باید جواب پس میباشد.
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ویژه مقادبر باید ابتدا پس کنیم. تبدیل خود قطری فرم به را A = ⎡
⎣
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⎤
⎦
ماتریس که کنیم م سع ابتدا (١ •

داریم: کنیم. محاسبه را آن

det(xI − A) = det ⎡
⎣

x − ۱ ۲
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= (x − ۱)(x + ۴) + ۶ = x۲ + ۳x + ۲ = (x + ۱)(x + ۲)

م بدست را ویژه مقادیر این با متناظر ویژه های بردار .λ۱ = −۱, λ۲ = −۲ از عبارتند A ماتریس ویژه مقادیر پس

آوریم:
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باشند. م λ۱ = −۱ ویژه مقدار با متناظر ویژه های بردار Y = ⎡
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فرم به ستون های بردار که شود م مشاهده

داریم: نیز λ۲ = −۲ برای همچنین
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ویژه مقدار با متناظر ویژه بردارهای Y = ⎡
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فرم به ستون بردارهای که شود م مشاهده نیز حالت این در و

باشند. م λ۲ = −۲
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مثلا نیم. می انتخاب λ۱ = −۱ با متناظر ویژه بردار ی نیم. می عمل صورت بدین اکنون

P مانند ماتریس در ستون بطور را ها بردار این Y۱ = ⎡
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مثلا نیم. می انتخاب λ۲ = −۲ با متناظر ویژه بردار

آوریم: م بدست را زیر ٢ مرتبه از مربع ماتریس پس دهیم. م قرار
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شود: م حاصل زیر رابطه ساده حساب ی با
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بیان رابطه بررس به نیازی و است برقرار همیشه فرآیند این باشد شدن قطری نظر مورد ماتریس که صورت در (البته

کنید) بررس را آن میتوانید هستید مایل اگر ول باشد. نم شده
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نتیجه: در
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اولیه: مقدار مسئله جواب شده بیان یادآوری بنابر اکنون
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با: است برابر
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داریم: اکنون

exp(⎡
⎣

۱ −۲

۳ −۴
⎤
⎦

t) = P(exp(⎡
⎣

−t ۰

۰ −۲t
⎤
⎦

))P ۱ = P ⎡
⎣

e ۰

۰ e ۲
⎤
⎦

P ۱

نتیجه: در و
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با: است برابر نهای جواب

Ω(t) = ⎡
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جواب به دلخواه) (بطور اولیه شرط نمودن اختیار با که باشد م نظر مورد معادله عموم جواب واق در اخیر جواب

رسید: خواهیم زیر جواب به کنیم اتخاذ را X(۰) = I اولیه شرط اگر یابیم. م دست معادله از خصوص های
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ماتریس های ستون که شود م مشاهده کنیم اه ن ستون های بردار دیدگاه از را مذکور معادله های جواب اگر اکنون

دهند م یل تش شده ذکر معادله های جواب برای پایه ی که هستند مذکور معادله ( (ستون های جواب Ω۱(t)

پذیر وارون B ماتریس آن در که شود اتخاذ X(۰) = B اولیه شرط هر X(۰) = I اولیه شرط بجای اگر واق (در

بصورت توان م را مذکور معادله ستون جواب هر پس باشد). م درست اخیر های صحبت تمام هم باز باشد

کرد: بیان Ω۱(t) های ستون از خط ترکیب
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.e , e ۲ → ۰ داریم t → ∞ وقت که دانیم امام ندارند). t به (وابست هستند ثابت عدد دو α۱, α۲ آن در که

صفر سمت به مذکور معادله های جواب همه نتیجه در و کنند م میل صفر بردار سمت به Ω۱(t) های ستون پس

باشد). م سیستم جاذب نقطه ی صفر که گویند م مواق این در (اصطلاحا کنند م میل

اند: شده داده نشان زیر ل ش در شده ذکر سیستم های مدار و فاز صفحه

آوریم: م بدست را A = ⎡
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ماتریس ویژه مقادیر ابتدا (١) قسمت فرآیند همانند (٢ •

det(xI − A) = det(⎡
⎣

x − ۲ ۱

−۳ x + ۲
⎤
⎦

) = (x − ۱)(x + ۱)

.λ۱ = ۱, λ۲ = −۱ از عبارتند A ماتریس ویژه مقادیر پس

: λ۱ = ۱ برای آوریم. م بدست را ویژه مقادیر این با متناظر ویژه های بردار حال
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بردار مثلا λ۱ = ۱ با متناظر ویژه بردار ی اتخاذ با

داریم: نیز λ۲ = −۱ برای
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گردید ذکر (١) قسمت در که ات ن همانند کنیم. م اتخاذ را Y۲ = ⎡
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که: یریم می نتیجه
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نتیجه: در و
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رسیم: م زیر رابطه به بالا ماتریس ضرب انجام با و
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با: است برابر شده ذکر معادله عموم جواب نتیجه در و
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با: میشود برابر که
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نیم: می حاصل را Ω۱(t) خصوص جواب X(۰) = I اولیه شرط گرفتن نظر در با
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: جواب دو ستون های جواب عنوان به نتیجه در و
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توجه است شده نوشته بالا در که Ω(t) ضابطه به اگر دهند. م یل تش مذکور اه دست های جواب برای ای پایه

با: است برابر مذکور معادله ستون های جواب کل فرمول که یریم می نتیجه کنیم

γ(t) = ⎡⎢
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۳a − c
۲

e + −a + c
۲

e
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۲
e + −۳a + ۳c
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را γ۲(t) = ⎡
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e
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جواب a = ۱, c = ۳ ذاری جای با و γ۱(t) = ⎡

⎣

e
e

⎤
⎦
جواب a = c = ۱ ذاری جای با

از های جواب قبل قسمت خلاف بر پس .γ۲ → ۰ و γ۱ → ∞ که است واض t → ∞ وقت آوریم. م بدست

که دارد وجود نیز اه دست این از های جواب همچنین و نند می میل بینهایت سمت به که دارند وجود اه دست این

۶



رفتار که میشود نتیجه مذکور اه دست جواب برای γ(t) کل ضابطه به توجه با و نند می میل صفر بردار سمت به

یا نند می میل بینهایت به یا یعن باشد. م شده بیان نوع دو همین از ی از اه دست این های جواب همه مجانب

صفر. بردار به

اند: شده داده نشان زیر ل ش در شده ذکر سیستم های مدار و فاز صفحه

آوریم. م بدست را A = ⎡
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−۱ −۴

۱ −۱
⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر ابتدا (٣ •

det(xI − A) = det(⎡
⎣

x + ۱ ۴

−۱ x + ۱
⎤
⎦

) = (x + ۱)۲ + ۴

.λ۲ = −۱ − ۲i و λ۱ = −۱ + ۲i از عبارتند A ماتریس ویژه مقادیر پس

آوریم: م بدست را λ۱ = −۱ + ۲i با متناظر ویژه های بردار ابتدا
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ویژه بردار مثلا پس است). شده ضرب −i در آن طرفین که است اول معادله همان واق در دوم (معادله

نیم. می اختیار λ۱ ویژه مقدار با متناظر را

از است شده بیان ویژه های بردار و مقادیر آوردن بدست با رابطه در ی سری تمارین در که ای ته ن ی بنابر

Y۲ ستون بردار که شود م نتیجه باشد م حقیق های درایه دارای A ماتریس و هستند مزدوج λ۱, λ۲ که آنجای

توان م پس باشد. م λ۲ برای ویژه بردار ی شود م حاصل Y۱ ماتریس های درایه از گیری مزدوج اثر بر که

گرفت. نظر در λ۲ = −۱ − ۲i ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار عنوان به را Y۲ = ⎡
⎣

−۲i
۱

⎤
⎦
بردار

٧



داریم: قبل های قسمت مشابه حال

P = ⎡
⎣

۲i −۲i
۱ ۱

⎤
⎦

⇒ P ⎡
⎣

−۱ + ۲i ۰

۰ −۱ − ۲i
⎤
⎦

P ۱ = ⎡
⎣

−۱ −۴

۱ −۱
⎤
⎦

نتیجه: در

P ⎡
⎣

(−۱ + ۲i)t ۰

۰ (−۱ − ۲i)t
⎤
⎦

P ۱ = ⎡
⎣

−۱ −۴

۱ −۱
⎤
⎦

t

داریم: و

exp(⎡
⎣

−۱ −۴

۱ −۱
⎤
⎦

t) = P ⎡
⎣

e ۲ ۰

۰ e ۲
⎤
⎦

P ۱

رابطه به نهایت در اخیر ماتریس ضرب دادن انجام با .e = e (cos y + i sin y) که کنیم یادآوری است لازم

رسیم: م زیر

exp(⎡
⎣

−۱ −۴

۱ −۱
⎤
⎦

t) = ⎡
⎣

e cos ۲t −۲e sin ۲t
۱
۲
e sin ۲t e cos ۲t

⎤
⎦

شود: م داده زیر رابطه توسط مذکور اه دست عموم جواب نتیجه در و

Ω(t) = ⎡
⎣

e cos ۲t −۲e sin ۲t
۱
۲
e sin ۲t e cos ۲t

⎤
⎦

⎡
⎣

a b
c d

⎤
⎦

از: عبارتست X(۰) = I اولیه شرط با متناظر شده ذکر اه دست خوصوص جواب

Ω۱(t) = ⎡
⎣

e cos ۲t −۲e sin ۲t
۱
۲
e sin ۲t e cos ۲t

⎤
⎦

: ستون ماتریس دو ستون جنس از های جواب عنوان به دهد م نتیجه که

γ۱(t) = ⎡
⎣

e cos ۲t
۱
۲
e sin ۲t

⎤
⎦

, γ۲(t) = ⎡
⎣

−۲e sin ۲t
e cos ۲t

⎤
⎦

.γ۱, γ۲ → ۰ داریم t → ∞ وقت که شود م دیده آسان دهند.به م یل تش مذکور اه دست جوابهای برای ای پایه

کردن میل نحوه میتوان واق در نند. می میل صفر بردار به بینهایت در فوق اه دست های جواب تمام نتیجه در

ظاهر جواب در که cos و sin های عامل تر دقیق بیان به کرد. توصیف مثال این در نیز را صفر بردار به ها جواب

کنند. میل صفر بردار سمت به گونه مارپی حالت با ها جواب که شوند م باعث اند شده

اند: شده داده نشان زیر ل ش در مذکور سیستم مدارهای و فاز فضای

٨



نیم. می محاسبه را A = ⎡
⎣

۲ −۵

۱ −۲
⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر ابتدا قبل های قسمت همانند (۴ •

det(xI − A) = det(⎡
⎣

x − ۲ ۵

−۱ x + ۲
⎤
⎦

) = (x − ۲)(x + ۲) + ۵ = x۲ + ۱

.λ۲ = −i و λ۱ = i از عبارتند A ماتریس ویژه مقادیر پس

داریم: λ۱ = i ویژه مقدار برای

⎡
⎣

۲ −۵

۱ −۲
⎤
⎦

⎡
⎣

y۱

y۲

⎤
⎦

= i ⎡
⎣

y۱

y۲

⎤
⎦

⇒

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

(۲ − i)y۱ − ۵y۲ = ۰

y۱ − (۲ + i)y۲ = ۰

بردار نتیجه در و Y۱ = ⎡
⎣

۲ + i
۱

⎤
⎦
بردار با است برابر λ۱ = i ویژه مقدار با متناظر ویژه های بردار از ی پس

نتیجه: در باشد. م λ۲ = −i ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ی Y۲ = ⎡
⎣

۲ − i
۱

⎤
⎦

P = ⎡
⎣

۲ + i ۲ − i
۱ ۱

⎤
⎦

⇒ P ⎡
⎣

i ۰

۰ −i
⎤
⎦

P ۱ = ⎡
⎣

۲ −۵

۱ −۲
⎤
⎦

پس:

P ⎡
⎣

it ۰

۰ −it
⎤
⎦

P ۱ = ⎡
⎣

۲ −۵

۱ −۲
⎤
⎦

t

داریم: و

exp(⎡
⎣

۲ −۵

۱ −۲
⎤
⎦

t) = P ⎡
⎣

e ۰

۰ e
⎤
⎦

P ۱

آوریم: م بدست نهایت در بالا ضرب انجام با

exp(⎡
⎣

۲ −۵

۱ −۲
⎤
⎦

t) = ⎡
⎣

cos t + ۲ sin t −۵ sin t
sin t cos t − ۲ sin t

⎤
⎦
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از: عبارتست مذکور اه دست عموم جواب نتیجه در و

Ω(t) = ⎡
⎣

cos t + ۲ sin t −۵ sin t
sin t cos t − ۲ sin t

⎤
⎦

⎡
⎣

a b
c d

⎤
⎦

دارد: همراه به اه دست برای را زیر خصوص جواب X(۰) = I اولیه شرط اعمال

Ω۱(t) = ⎡
⎣

cos t + ۲ sin t −۵ sin t
sin t cos t − ۲ sin t

⎤
⎦

های: ماتریس ستون های جواب عنوان به که دهد م نتیجه که

γ۱(t) = ⎡
⎣

cos t + ۲ sin t
sin t

⎤
⎦

, γ۲(t) = ⎡
⎣

−۵ sin t
cos t − ۲ sin t

⎤
⎦

تناوب γ۱, γ۲ که آنجای از که شود م ملاحظه دهند. م یل تش مذکور اه دست ستون های جواب برای ای پایه

تر دقیق عبارت به باشند. م ۲π تناوب دوره با تناوب اه دست این جوابهای همه پس باشند م ۲π تناوب دوره با

ای ناحیه درون مختصات مبدا و هستند بسته ها خم این کنیم اه ن صفحه در های خم دید به را ها جواب این اگر

برای جواب هم باز ثابت عدد ی در ها جواب ضرب با که آنجای از و اند کرده احاطه ها خم این که دارد قرار

نزدی مختصات مبدا به مطلوب قدر به را جواب های خم این میتوان که شود م نتیجه آوریم م بدست اه دست

کرد. دور حت یا و

اند: شده توصیف زیر ل ش در سیستم این مدارهای و فاز صفحه

آوریم: م بدست را A = ⎡⎢
⎣

۲ −۵
۲۹

۵
−۱

⎤⎥
⎦
ماتریس ویژه مقادیر (۵ •

det(xI − A) = det(⎡⎢
⎣

x − ۲
۵
۲

−۹
۵

x + ۱
⎤⎥
⎦

) = (x − ۲)(x + ۱) + ۹
۲

= x۲ − x + ۵
۲
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.λ۱ = ۱
۲

+ ۳
۲

i, λ۲ = ۱
۲

− ۳
۲

i از عبارتند A ماتریس ویژه مقادیر نتیجه در و

آوریم: م بدست λ۱ = ۱
۲

+ ۳
۲

i با متناظر ویژه بردار ی

⎡⎢
⎣

۲ −۵
۲۹

۵
−۱

⎤⎥
⎦

⎡
⎣

y۱

y۲

⎤
⎦

= ( ۱
۲

+ ۳
۲

i) ⎡
⎣

y۱

y۲

⎤
⎦

⇒

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

(۳ − ۳i)y۱ − ۵y۲ = ۰

۹
۵

y۱ − (۳
۲

+ ۳
۲

i)y۲ = ۰

متناظر ویژه بردار ی نتیجه در و Y۱ = ⎡
⎣

۱
۳
۵

− ۳
۵

i
⎤
⎦
از است عبارت λ۱ = ۱

۲
+ ۳

۲
i با متناظر ویژه بردار ی پس

نتیجه: در . Y۲ = ⎡
⎣

۱
۳
۵

+ ۳
۵

i
⎤
⎦
با شود م برابر λ۲ = ۱

۲
− ۳

۲
i ویژه مقدار با

P = ⎡
⎣

۱ ۱
۳
۵

− ۳
۵

i ۳
۵

+ ۳
۵

i
⎤
⎦

⇒ P ⎡⎢
⎣

۱
۲

+ ۳
۲

i ۰

۰
۱
۲

− ۳
۲

i
⎤⎥
⎦

P ۱ = ⎡⎢
⎣

۲ −۵
۲۹

۵
−۱

⎤⎥
⎦

نتیجه: در

exp(⎡⎢
⎣

۲ −۵
۲۹

۵
−۱

⎤⎥
⎦

t) = P
⎡⎢⎢⎢
⎣

e
۱
۲

۳
۲ ۰

۰ e
۱
۲

۳
۲

⎤⎥⎥⎥
⎦

P ۱

آوریم: م بدست نهایت در بالا ماتریس ضرب انجام با و

exp(⎡⎢
⎣

۲ −۵
۲۹

۵
−۱

⎤⎥
⎦

t) =
⎡⎢⎢⎢
⎣

e
۱
۲ cos ۳

۲
t + e

۱
۲ sin ۳

۲
t −۵

۳
e
۱
۲ sin ۳

۲
t

۶
۵

e
۱
۲ sin ۳

۲
t e

۱
۲ cos ۳

۲
t − e

۱
۲ sin ۳

۲
t

⎤⎥⎥⎥
⎦

با: شود م برابر مذکور اه دست عموم جواب نهایت در

Ω(t) =
⎡⎢⎢⎢
⎣

e
۱
۲ cos ۳

۲
t + e

۱
۲ sin ۳

۲
t −۵

۳
e
۱
۲ sin ۳

۲
t

۶
۵

e
۱
۲ sin ۳

۲
t e

۱
۲ cos ۳

۲
t − e

۱
۲ sin ۳

۲
t

⎤⎥⎥⎥
⎦

⎡
⎣

a b
c d

⎤
⎦

با: شود م برابر X(۰) = I اولیه شرط با متناظر اه دست خصوص جواب و

Ω۱(t) =
⎡⎢⎢⎢
⎣

e
۱
۲ cos ۳

۲
t + e

۱
۲ sin ۳

۲
t −۵

۳
e
۱
۲ sin ۳

۲
t

۶
۵

e
۱
۲ sin ۳

۲
t e

۱
۲ cos ۳

۲
t − e

۱
۲ sin ۳

۲
t

⎤⎥⎥⎥
⎦

های: بردار که شود م نتیجه ستون های جواب عنوان به نتیجه در

γ۱(t) =
⎡⎢⎢⎢
⎣

e
۱
۲ cos ۳

۲
t + e

۱
۲ sin ۳

۲
t

۶
۵

e
۱
۲ sin ۳

۲
t

⎤⎥⎥⎥
⎦

, γ۲(t) =
⎡⎢⎢⎢
⎣

−۵
۳

e
۱
۲ sin ۳

۲
t

e
۱
۲ cos ۳

۲
t − e

۱
۲ sin ۳

۲
t

⎤⎥⎥⎥
⎦

١١



که است آن اخیر بیان از منظور که نیم می (یادآوری دهند م یل تش فوق اه دست ستون های جواب برای ای پایه

در دخیل ضرایب که نوشت شده بیان های جواب این از خط ترکیب بصورت توان م را اه دست ستون جواب هر

هستند). ثابت اعدادی خط ترکیب این

جواب این واق در کنند. م میل بینهایت سمت به γ۱, γ۲ که شود م مشاهده آسان به t → ∞ که وقت حال

از خط ترکیب باید جواب هر که آنجای از و هستند شدن دور حال در مختصات مبدا از گونه مارپی بصورت ها

از شدن دور حال در گونه مارپی مسیری بصورت اه دست این از صفر غیر جواب هر که شود م نتیجه باشد γ۱, γ۲

باشد. م مبدامختصات

اند: شده داده نشان زیر ل ش در اه دست این های مدار و فاز صفحه

همانند هستیم درگیر آن با قسمت این در که ماتریس واق در دارد. تفاوت کم قبل های قسمت با قسمت این (۶ •

کنیم. امتحان را ری دی های روش باید و بشود قطری تواند نم قبل های قسمت

جمله چند که نیست نیازی مثال این در خوشبختانه آوریم. م بدست را A = ⎡
⎣

۴ −۲

۸ −۴
⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر ابتدا

مقدار ی λ۱ = ۰ که شود م نتیجه است ناپذیر وارون A که آنجای از واق در بیاوریم. بدست را مشخصه ای

همان A ویژه مقدار تنها که شود م نتیجه است صفر با برابر A اصل قطر عناصر جم که آنجای از و است A ویژه

.λ۱, λ۲ = ۰ یعن باشد. م اش مشخصه ای جمله چند در دو رر ت دارای که است صفر ویژه مقدار

فرم: به را A ماتریس مناسب ای پایه تغییر با که نیم می تلاش اکنون

⎡
⎣

۰ 𝛼
۰ ۰

⎤
⎦

برابر که A ویژه مقدار تنها با متناظر ویژه بردار ی ابتدا نیم. می عمل صورت بدین منظور این برای کنیم. تبدیل
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یابیم: م باشد م صفر با

⎡
⎣

۴ −۲

۸ −۴
⎤
⎦

⎡
⎣

y۱

y۲

⎤
⎦

= ۰ ⇒

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

۲y۱ − y۲ = ۰

۲y۱ − y۲ = ۰

بردار ی حال نیم. می انتخاب صفر ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ی عنوان به را Y۱ = ⎡
⎣

۱

۲
⎤
⎦
بردار مثلا پس

کنید: استخراج زیر معادله از را 𝛼 مقدار اکنون . Y۲ = ⎡
⎣

۱

۳
⎤
⎦
مثلا کنید. اختیار Y۱ با موازی غیر

⎡
⎣

۴ −۲

۸ −۴
⎤
⎦

⎡
⎣

۱

۳
⎤
⎦

= 𝛼 ⎡
⎣

۱

۲
⎤
⎦

= ⎡
⎣

𝛼
۲𝛼

⎤
⎦

: اکنون .𝛼 = −۲ آوریم م بدست بالا معادله حل با

P = ⎡
⎣

۱ ۱

۲ ۳
⎤
⎦

⇒ P ⎡
⎣

۰ −۲

۰ ۰
⎤
⎦

P ۱ = ⎡
⎣

۴ −۲

۸ −۴
⎤
⎦

نتیجه: در و

exp(⎡
⎣

۴ −۲

۸ −۴
⎤
⎦

t) = P(exp(⎡
⎣

۰ −۲t
۰ ۰

⎤
⎦

))P ۱

دهیم: قرار اگر اما

S(t) = ⎡
⎣

۰ −۲t
۰ ۰

⎤
⎦

در و شود م صفر با برابر نیز S(t) بالاتر های توان نتیجه در و S(t)۲ = ۰ که دهد م نشان ساده ای محاسبه اه آن

داشت: خواهیم نتیجه

exp(S(t)) = I + S(t) = ⎡
⎣

۱ −۲t
۰ ۱

⎤
⎦

نتیجه: در و

exp(⎡
⎣

۴ −۲

۸ −۴
⎤
⎦

t) = P ⎡
⎣

۱ −۲t
۰ ۱

⎤
⎦

P ۱

با: شود م برابر حاصل و

exp(⎡
⎣

۴ −۲

۸ −۴
⎤
⎦

t) = ⎡
⎣

۱ + ۴t −۲t
۸t ۱ − ۴t

⎤
⎦

سوم و دوم های توان که آنجای از نمود. محاسبه را exp(At) توان م نیز مستقیم بطور خاص حالت این در البته

که: شود م نتیجه باشند م صفر با برابر At ماتریس .... و

exp(⎡
⎣

۴ −۲

۸ −۴
⎤
⎦

t) = I + ⎡
⎣

۴t −۲t
۸t −۴t

⎤
⎦

= ⎡
⎣

۱ + ۴t −۲t
۸t ۱ − ۴t

⎤
⎦
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داشته بار ی از بیشتر رر ت با ای ریشه ماتریس ویژه ای جمله چند که میشود ار آش وقت اول حل را مزیت ن لی

نباشند. صفر هم با ای جمله چند این های ریشه همه و باشد

از: است عبارت مذکور اه دست عموم جواب صورت هر در

Ω(t) = ⎡
⎣

۱ + ۴t −۲t
۸t ۱ − ۴t

⎤
⎦

⎡
⎣

a b
c d

⎤
⎦

آوریم: م بدست را مذکور اه دست خصوص جواب ی X(۰) = I اولیه شرط اعمال با و

Ω۱(t) = ⎡
⎣

۱ + ۴t −۲t
۸t ۱ − ۴t

⎤
⎦

: ستون های جواب نتیجه در و

γ۱(t) = ⎡
⎣

۱ + ۴t
۸t

⎤
⎦

, γ۲(t) = ⎡
⎣

−۲t
۱ − ۴t

⎤
⎦

خط روی γ۱ خم که شود م مشاهده آسان به دهند. م یل تش مذکور اه دست ستون های جواب برای ای پایه

بصورت جواب هر که آنجای از پس هستند. حرکت در −۲x + y = ۱ خط روی γ۲ خم و −۲x + y = −۲

این t → ∞ که وقت و باشد م خط سیستم این های مدار که یریم می نتیجه باشد م γ۱, γ۲ از خط ترکیب

باشد. م خط بطور −∞ یا ∞ به آنها کردن میل طریقه و کنند میل −∞ یا ∞ سمت به توانند م ها جواب

اند: شده داده نشان فوق اه دست مدارهای و فاز صفحه زیر ل ش در

آوریم: م بدست را A = ⎡⎢
⎣

−۳
۵
۲

−۵
۲

۲
⎤⎥
⎦
ماتریس ویژه مقادیر ابتدا (٧ •

det(xI − A) = det(⎡⎢
⎣

x + ۳ −۵
۲۵

۲
x − ۲

⎤⎥
⎦

) = (x + ۳)(x − ۲) + ۲۵
۴

= x۲ + x + ۱
۴

= (x + ۱
۲
)۲

١۴



قطری A ماتریس آن در که است سوال از ای نمونه هم این .λ = − ۱
۲
با است برابر A ماتریس ویژه مقدار تنها پس

که اول روش از پس است). پذیر وارون که (چرا شوند نم صفر نیز ماتریس این های توان همچنین و شود نم

: بصورت مناسب ای پایه در را A ماتریس تا کنیم م استفاده نمودیم بیان قبل قسمت در

⎡⎢
⎣

− ۱
۲

𝛼

۰ − ۱
۲

⎤⎥
⎦

آوریم: م بدست λ = − ۱
۲
با متناظر ویژه بردار ی ابتدا کنیم. بیان

⎡⎢
⎣

−۳
۵
۲

−۵
۲

۲
⎤⎥
⎦

⎡
⎣

y۱

y۲

⎤
⎦

= − ۱
۲

⎡
⎣

y۱

y۲

⎤
⎦

Y۱ با موازی غیر بردار ی حال ند. می صدق فوق معادله در Y۱ = ⎡
⎣

۱

۱
⎤
⎦
بردار که کرد بررس توان م آسان به

نیم: می استخراج زیر معادله از را 𝛼 و Y۲ = ⎡
⎣

۱

۲
⎤
⎦
مثلا نیم. می اختیار

⎡⎢
⎣

−۳
۵
۲

−۵
۲

۲
⎤⎥
⎦

⎡
⎣

۱

۲
⎤
⎦

= 𝛼 ⎡
⎣

۱

۱
⎤
⎦

− ۱
۲

⎡
⎣

۱

۲
⎤
⎦

اکنون: .𝛼 = ۵
۲
که شود م مشاهده آسان به

P = ⎡
⎣

۱ ۱

۱ ۲
⎤
⎦

⇒ P ⎡⎢
⎣

− ۱
۲

۵
۲

۰ − ۱
۲

⎤⎥
⎦

P ۱ = ⎡⎢
⎣

−۳
۵
۲

−۵
۲

۲
⎤⎥
⎦

نتیجه: در و

exp(⎡⎢
⎣

−۳
۵
۲

−۵
۲

۲
⎤⎥
⎦

t) = P(exp(⎡⎢
⎣

− ۱
۲
t ۵

۲
t

۰ − ۱
۲
t
⎤⎥
⎦

))P ۱

نمود: بررس را زیر رابطه درست توان م استقرا از استفاده با اما

S(t) = ⎡⎢
⎣

− ۱
۲
t ۵

۲
t

۰ − ۱
۲
t
⎤⎥
⎦

⇒ S(t) = ⎡⎢
⎣

(− ۱
۲
t) −۵n(− ۱

۲
t)

۰ (− ۱
۲
t)

⎤⎥
⎦

اول سطر بر واق عبارت دارد. قرار e
۱
۲ عبارت آن اصل قطر در که باشد م مثلث بالا ماتریس exp(S(t)) پس

از: است عبارت نیز exp(S(t)) دوم ستون و

۰
−۵n

n! (− ۱
۲
t) =

۱
− ۵

(n − ۱)!(−
۱
۲
t) = ۵

۲
t

۱

۱
(n − ۱)!(−

۱
۲
t) ۱

١۵



نتیجه: در .۵
۲
te

۱
۲ با شود م برابر که

exp(S(t)) =
⎡⎢⎢⎢
⎣

e
۱
۲ ۵

۲
te

۱
۲

۰ e
۱
۲

⎤⎥⎥⎥
⎦

: و

exp(⎡⎢
⎣

−۳
۵
۲

−۵
۲

۲
⎤⎥
⎦

t) = P
⎡⎢⎢⎢
⎣

e
۱
۲ ۵

۲
te

۱
۲

۰ e
۱
۲

⎤⎥⎥⎥
⎦

P ۱

رسیم: م زیر رابطه به نهایت در اخیر ماتریس ضرب انجام با

exp(⎡⎢
⎣

−۳
۵
۲

−۵
۲

۲
⎤⎥
⎦

t) =
⎡⎢⎢⎢
⎣

e
۱
۲ − ۵

۲
te

۱
۲ ۵

۲
te

۱
۲

−۵
۲
te

۱
۲ e

۱
۲ + ۵

۲
te

۱
۲

⎤⎥⎥⎥
⎦

از: است عبارت مذکور اه دست عموم جواب نهایت در و

Ω(t) =
⎡⎢⎢⎢
⎣

e
۱
۲ − ۵

۲
te

۱
۲ ۵

۲
te

۱
۲

−۵
۲
te

۱
۲ e

۱
۲ + ۵

۲
te

۱
۲

⎤⎥⎥⎥
⎦

⎡
⎣

a b
c d

⎤
⎦

از: است عبارت نیز X(۰) = I اولیه شرط با متناظر جواب و

Ω۱(t) =
⎡⎢⎢⎢
⎣

e
۱
۲ − ۵

۲
te

۱
۲ ۵

۲
te

۱
۲

−۵
۲
te

۱
۲ e

۱
۲ + ۵

۲
te

۱
۲

⎤⎥⎥⎥
⎦

: ستون بردار دو ستون های جواب عنوان به نتیجه در

γ۱(t) =
⎡⎢⎢⎢
⎣

e
۱
۲ − ۵

۲
te

۱
۲

−۵
۲
te

۱
۲

⎤⎥⎥⎥
⎦

, γ۲(t) =
⎡⎢⎢⎢
⎣

۵
۲
te

۱
۲

e
۱
۲ + ۵

۲
te

۱
۲

⎤⎥⎥⎥
⎦

دهند. م یل تش مذکور اه دست ستون های جواب برای ای پایه

تمام نتیجه در و نند می میل مختصات) (مبدا صفر بردار سمت به γ۱, γ۲ اه آن t → ∞ وقت که شود م مشاهده

فاز صفحه باشد. م اه دست این برای جاذب نقطه ی مبدا و نند می میل مختصات مبدا به اه دست این های مدار

اند: شده داده نشان زیر ل ش در سیستم این مدارهای و

١۶



آورید. دست به را زیر دیفرانسیل معادلات های اه دست از کدام هر عموم جواب ٢ سوال

(١ •

x = ⎡⎢⎢
⎣

۱ ۱ ۱

۲ ۱ −۱

۰ −۱ ۱

⎤⎥⎥
⎦

x

(٢ •

x = ⎡⎢⎢
⎣

۰ ۱ ۱

۱ ۰ ۱

۱ ۱ ۰

⎤⎥⎥
⎦

x

(٣ •

x = ⎡⎢⎢
⎣

۱ ۰ ۰

۲ ۱ −۲

۳ ۲ ۱

⎤⎥⎥
⎦

x

(۴ •

x = ⎡⎢⎢
⎣

−۳ ۰ ۲

۱ −۱ ۰

−۲ −۱ ۰

⎤⎥⎥
⎦

x

(۵ •

x = ⎡⎢⎢
⎣

۱ ۱ ۱

۲ ۱ −۱

−۸ −۵ −۳

⎤⎥⎥
⎦

x

(۶ •

x = ⎡
⎣

۲ ۲ + 𝑖
−۱ −۱ − 𝑖

⎤
⎦

x

١٧



داریم: آوریم. م بدست را A = ⎡⎢⎢
⎣

۱ ۱ ۱

۲ ۱ −۱

۰ −۱ ۱

⎤⎥⎥
⎦

ماتریس ویژه مقادیر ابتدا (١ • پاس

det(xI − A) = det(⎡⎢⎢
⎣

x − ۱ −۱ −۱

−۲ x − ۱ ۱

۰ ۱ x − ۱

⎤⎥⎥
⎦

) = (x − ۱)۳ − ۳(x − ۱) + ۲ = (x − ۲)۲(x + ۱)

باشد. م ٢ رر ت از λ۱ ویژه مقدار که λ۲ = −۱ و λ۱ = ۲ از عبارتند A ویژه مقادیر پس

داریم: λ۱ = ۲ برای آوریم. م بدست را ویژه مقادیر این با متناظر ویژه های بردار حال

⎡⎢⎢
⎣

۱ ۱ ۱

۲ ۱ −۱

۰ −۱ ۱

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

y۱

y۲

y۳

⎤⎥⎥
⎦

= ۲
⎡⎢⎢
⎣

y۱

y۲

y۳

⎤⎥⎥
⎦

ای رابطه در رابطه این زین جای با رسیم. م y۳ = −y۲ رابطه به دهیم قرار برابر را طرفین سوم های مولفه اگر

ویژه های بردار میتوان نتیجه در و y۱ = ۰ داریم آید م بدست طرفین اول های مولفه دادن قرار تساوی اثر بر که

λ۱ = ۲ ویژه مقدار با متناظر را Y۱ = ⎡⎢⎢
⎣

۰

۱

−۱

⎤⎥⎥
⎦

ویژه بردار مثلا پس نمود. بیان Y = ⎡⎢⎢
⎣

۰

c
−c

⎤⎥⎥
⎦

بصورت را λ۱ با متناظر

متناظر ویژه برداری که یریم ب نظر در Y۱ بردار از مستقل برداری توانیم نم ر دی که کنید توجه نیم. می انتخاب

قطری فرم به را A ماتریس توانیم نم که دهد م نتیجه امر همین باشد م ٢ رر ت از λ۱ که آنجای از و باشد Y۱ با

کنیم. تبدیل اش

: آوریم م بدست نیز λ۲ = −۱ با متناظر نیز ویژه بردار ی حال

⎡⎢⎢
⎣

۱ ۱ ۱

۲ ۱ −۱

۰ −۱ ۱

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

y۱

y۲

y۳

⎤⎥⎥
⎦

= −۱
⎡⎢⎢
⎣

y۱

y۲

y۳

⎤⎥⎥
⎦

از که ای رابطه با رابطه این تلفیق با و y۲ = ۲y۳ آوریم م بدست طرفین سوم های مولفه دادن قرار تساوی با

متناظر ویژه های بردار پس .y۱ = −۳
۲

y۳ آوریم م بدست شود م حاصل طرفین اول های مولفه دادن قرار تساوی

م انتخاب را Y۲ =
⎡⎢⎢⎢
⎣

−۳
۲
۲

۱

⎤⎥⎥⎥
⎦

ویژه بردار مثلا که نمود بیان Y =
⎡⎢⎢⎢
⎣

−۳
۲

c
۲c
𝑐

⎤⎥⎥⎥
⎦

ل ش به توان م نیز را λ۲ = −۱ با

کنیم.

فرم: به مناسب ای پایه در را A ماتریس که کنیم م عمل صورت بدین حال

⎡⎢⎢
⎣

−۱ ۰ ۰

۰ ۲ 𝛽
۰ ۰ ۲

⎤⎥⎥
⎦

١٨



رابطه که نیم می پیدا قسم به را باشد م Y۱, Y۲ از مستقل که
⎡⎢⎢
⎣

a
b
c

⎤⎥⎥
⎦

بردار و β عدد منظور بدین کنیم. م تبدیل

باشد: برقرار زیر

⎡⎢⎢
⎣

۱ ۱ ۱

۲ ۱ −۱

۰ −۱ ۱

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

a
b
c

⎤⎥⎥
⎦

= β ⎡⎢⎢
⎣

۰

۱

−۱

⎤⎥⎥
⎦

+ ۲
⎡⎢⎢
⎣

a
b
c

⎤⎥⎥
⎦

با .a = β, b + c = β روابط برقراری با است معادل فوق تساوی بودن برقرار که شود م مشخص محاسبات با

آسان به همچنین آوریم. م بدست را β = ۱ عدد و Y۳ = ⎡⎢⎢
⎣

۱

۱

۰

⎤⎥⎥
⎦

بردار c = ۰ و b = ۱ و a = β = ۱ دارن قرار

داریم: اکنون هستند. خط مستقل Y۱, Y۲, Y۳ های بردار که شود م تحقیق

P =
⎡⎢⎢⎢
⎣

−۳
۲

۰ ۱

۲ ۱ ۱

۱ −۱ ۰

⎤⎥⎥⎥
⎦

⇒ P ⎡⎢⎢
⎣

−۱ ۰ ۰

۰ ۲ ۱

۰ ۰ ۲

⎤⎥⎥
⎦

P ۱ = ⎡⎢⎢
⎣

۱ ۱ ۱

۲ ۱ −۱

۰ −۱ ۱

⎤⎥⎥
⎦

: نتیجه در و

exp(⎡⎢⎢
⎣

۱ ۱ ۱

۲ ۱ −۱

۰ −۱ ۱

⎤⎥⎥
⎦

t) = P(exp(⎡⎢⎢
⎣

−t ۰ ۰

۰ ۲t t
۰ ۰ ۲t

⎤⎥⎥
⎦

))P ۱

که: شود م نتیجه استقرا از استفاده با اما

S(t) = ⎡⎢⎢
⎣

−t ۰ ۰

۰ ۲t t
۰ ۰ ۲t

⎤⎥⎥
⎦

⇒ S(t) = ⎡⎢⎢
⎣

(−t) ۰ ۰

۰ (۲t) nt(۲t) ۱

۰ ۰ (۲t)

⎤⎥⎥
⎦

کنیم: محاسبه را زیر عبارت باید exp(S(t)) سوم ستون و دوم سطر بر واق درایه آوردن بدست برای

۰

nt
n! (۲t) ۱ = t

۱

۱
(n − ۱)!(۲t)

۱ = te۲

نتیجه: در و

exp(S(t)) = ⎡⎢⎢
⎣

e ۰ ۰

۰ e۲ te۲

۰ ۰ e۲

⎤⎥⎥
⎦

و

exp(⎡⎢⎢
⎣

۱ ۱ ۱

۲ ۱ −۱

۰ −۱ ۱

⎤⎥⎥
⎦

t) = P ⎡⎢⎢
⎣

e ۰ ۰

۰ e۲ te۲

۰ ۰ e۲

⎤⎥⎥
⎦

P ۱

١٩



یابیم: م دست زیر رابطه به نهایت در بالا ماتریس ضرب انجام با

exp(⎡⎢⎢
⎣

۱ ۱ ۱

۲ ۱ −۱

۰ −۱ ۱

⎤⎥⎥
⎦

t) = ۱
۹

⎡⎢⎢
⎣

۳e + ۶e۲ −۳e + ۳e۲ −۳e + ۳e۲

−۴e + ۴e۲ + ۶te۲ ۴e + ۵e۲ + ۳te۲ ۴e − ۴e۲ + ۳te۲

−۲e + ۲e۲ − ۶te۲ ۲e − ۲e۲ − ۳te۲ ۲e + ۷e۲ − ۳te۲

⎤⎥⎥
⎦

ماتریس این ضرب که آنجای از و باشد م X(۰) = I اولیه شرط با متناظر اه دست جواب واق در فوق عبارت

مربع عموم جواب اکنون گرفت. نادیده را ۱
۹
عدد توان م باشد م اه دست این جواب نیز ثابت عدد ی در

: رابطه توسط مذکور اه دست

Ω(t) = ⎡⎢⎢
⎣

۳e + ۶e۲ −۳e + ۳e۲ −۳e + ۳e۲

−۴e + ۴e۲ + ۶te۲ ۴e + ۵e۲ + ۳te۲ ۴e − ۴e۲ + ۳te۲

−۲e + ۲e۲ − ۶te۲ ۲e − ۲e۲ − ۳te۲ ۲e + ۷e۲ − ۳te۲

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

a۱۱ a۱۲ a۱۳

a۲۱ a۲۲ a۲۳

a۳۱ a۳۲ a۳۳

⎤⎥⎥
⎦

رابطه: توسط نیز اه دست این ستون عموم جواب همچنین هستند. ثابت اعداد ها a آن در که شود م بیان

Γ(t) = ⎡⎢⎢
⎣

۳e + ۶e۲ −۳e + ۳e۲ −۳e + ۳e۲

−۴e + ۴e۲ + ۶te۲ ۴e + ۵e۲ + ۳te۲ ۴e − ۴e۲ + ۳te۲

−۲e + ۲e۲ − ۶te۲ ۲e − ۲e۲ − ۳te۲ ۲e + ۷e۲ − ۳te۲

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

a
b
c

⎤⎥⎥
⎦

هستند. ثابت اعدادی a, b, c آن در که شود م بیان

قسمت در را محاسبات مشابه که آنجای از آوریم. م بدست را A = ⎡⎢⎢
⎣

۰ ۱ ۱

۱ ۰ ۱

۱ ۱ ۰

⎤⎥⎥
⎦

ماتریس ویژه مقادیر ابتدا (٢ •

نیم. می کفایت A ویژه مقادیر با متناظر ویژه بردارهای و A ویژه مقادیر بیان به فقط ما ایم داده انجام قبل های

م هم ته ن این یادآوری باشد. م ٢ رر ت از λ۱ = −۱ ویژه مقدار و λ۱ = −۱, λ۲ = ۲ از عبارتند A ویژه مقادیر

شود. م قطری مناسب ای پایه در حتما A که شود م نتیجه باشد م متقارن A که آنجای از که باشد مفید تواند

یافت. توان م خط مستقل ویژه بردار دو حتما λ۱ = −۱ ویژه مقدار با متناظر پس

. Y۲ = ⎡⎢⎢
⎣

۰

۱

−۱

⎤⎥⎥
⎦

و Y۱ = ⎡⎢⎢
⎣

۱

۰

−۱

⎤⎥⎥
⎦

از عبارتند λ۱ = −۱ ویژه مقدار با متناظر خط مستقل ویژه بردار دو

. Y۳ = ⎡⎢⎢
⎣

۱

۱

۱

⎤⎥⎥
⎦

با است برابر نیز λ۲ = ۲ ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ی

اکنون:

P = ⎡⎢⎢
⎣

۰ ۱ ۱

۱ ۰ ۱

−۱ −۱ ۱

⎤⎥⎥
⎦

⇒ P ⎡⎢⎢
⎣

−۱ ۰ ۰

۰ −۱ ۰

۰ ۰ ۲

⎤⎥⎥
⎦

P ۱ = ⎡⎢⎢
⎣

۰ ۱ ۱

۱ ۰ ۱

۱ ۱ ۰

⎤⎥⎥
⎦
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نتیجه: در و

exp(⎡⎢⎢
⎣

۰ ۱ ۱

۱ ۰ ۱

۱ ۱ ۰

⎤⎥⎥
⎦

t) = P ⎡⎢⎢
⎣

e ۰ ۰

۰ e ۰

۰ ۰ e۲

⎤⎥⎥
⎦

P ۱

آوریم: م بدست نهایت در بالا ماتریس ضرب انجام با

exp(⎡⎢⎢
⎣

۰ ۱ ۱

۱ ۰ ۱

۱ ۱ ۰

⎤⎥⎥
⎦

t) = ۱
۳

⎡⎢⎢
⎣

۲e + e۲ −e + e۲ −e + e۲

−e + e۲ ۲e + e۲ −e + e۲

−e + e۲ −e + e۲ ۲e + e۲

⎤⎥⎥
⎦

از: است عبارت اه دست عموم مربع جواب ۱
۳
اغماض با نهایت در و

Ω(t) = ⎡⎢⎢
⎣

۲e + e۲ −e + e۲ −e + e۲

−e + e۲ ۲e + e۲ −e + e۲

−e + e۲ −e + e۲ ۲e + e۲

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

a۱۱ a۱۲ a۱۳

a۲۱ a۲۲ a۲۳

a۳۱ a۳۲ a۳۳

⎤⎥⎥
⎦

رابطه: توسط نیز اه دست ستون عموم جواب همچنین هستند. ثابت اعداد ها a که

Γ(t) = ⎡⎢⎢
⎣

۲e + e۲ −e + e۲ −e + e۲

−e + e۲ ۲e + e۲ −e + e۲

−e + e۲ −e + e۲ ۲e + e۲

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

a
b
c

⎤⎥⎥
⎦

هستند. ثابت اعدادی a, b, c که شود م بیان

ویژه بردار ی .λ۱ = ۱, λ۲ = ۱ + ۲i, λ۳ = ۱ − ۲i از عبارتند A ویژه مقادیر A = ⎡⎢⎢
⎣

۱ ۰ ۰

۲ ۱ −۲

۳ ۲ ۱

⎤⎥⎥
⎦

برای (٣ •

با است برابر λ۲ = ۱ + ۲i با متناظر ویژه بردار ی . Y۱ =
⎡⎢⎢⎢
⎣

۱

−۳
۲
۱

⎤⎥⎥⎥
⎦

از است عبارت λ۱ = ۱ ویژه مقدار با متناظر

نتیجه: در . Y۳ = ⎡⎢⎢
⎣

۰

−i
۱

⎤⎥⎥
⎦

با است برابر λ۳ = ۱ − ۲i ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ی و Y۲ = ⎡⎢⎢
⎣

۰

i
۱

⎤⎥⎥
⎦

P =
⎡⎢⎢⎢
⎣

۱ ۰ ۰

−۳
۲

i −i
۱ ۱ ۱

⎤⎥⎥⎥
⎦

⇒ P ⎡⎢⎢
⎣

۱ ۰ ۰

۰ ۱ + ۲i ۰

۰ ۰ ۱ − ۲i

⎤⎥⎥
⎦

P ۱ = ⎡⎢⎢
⎣

۱ ۰ ۰

۲ ۱ −۲

۳ ۲ ۱

⎤⎥⎥
⎦

و:

exp(⎡⎢⎢
⎣

۱ ۰ ۰

۲ ۱ −۲

۳ ۲ ۱

⎤⎥⎥
⎦

t) = P ⎡⎢⎢
⎣

e ۰ ۰

۰ e ۲ ۰

۰ ۰ e ۲

⎤⎥⎥
⎦

P ۱
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آوریم: م بدست را زیر رابطه اخیر ماتریس ضرب انجام با و

exp(⎡⎢⎢
⎣

۱ ۰ ۰

۲ ۱ −۲

۳ ۲ ۱

⎤⎥⎥
⎦

t) = ۱
۴

⎡⎢⎢
⎣

۴e ۰ ۰

−۶e + ۶e cos ۲t + ۴e sin ۲t ۴e cos ۲t −۴e sin ۲t
۴e − ۴e cos ۲t + ۶e sin ۲t ۴e sin ۲t ۴e cos ۲t

⎤⎥⎥
⎦

جواب کل حالت در پس باشد. م X(۰) = I اولیه شرط با مذکور سیستم جواب واق در آمده بدست رابطه که

باشد: م زیر بصورت سیستم مربع

Ω(t) = ⎡⎢⎢
⎣

۴e ۰ ۰

−۶e + ۶e cos ۲t + ۴e sin ۲t ۴e cos ۲t −۴e sin ۲t
۴e − ۴e cos ۲t + ۶e sin ۲t ۴e sin ۲t ۴e cos ۲t

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

a۱۱ a۱۲ a۱۳

a۲۱ a۲۲ a۲۳

a۳۱ a۳۲ a۳۳

⎤⎥⎥
⎦

بصورت: نیز سیستم ستون های جواب کل فرم همچنین هستند. دلخواه اعدادی a آن در که

Γ(t) = ⎡⎢⎢
⎣

۴e ۰ ۰

−۶e + ۶e cos ۲t + ۴e sin ۲t ۴e cos ۲t −۴e sin ۲t
۴e − ۴e cos ۲t + ۶e sin ۲t ۴e sin ۲t ۴e cos ۲t

⎤⎥⎥
⎦

⎡⎢⎢
⎣

a
b
c

⎤⎥⎥
⎦

هستند. دلخواه اعداد a, b, c که است

.λ۱ = −۲, λ۲ = −۱ +
√
۲i, λ۳ = −۱ −

√
۲i از عبارتند ویژه مقادیر A = ⎡⎢⎢

⎣

−۳ ۰ ۲

۱ −۱ ۰

−۲ −۱ ۰

⎤⎥⎥
⎦

ماتریس برای (۴ •

با متناظر ویژه بردار ی همچنین . Y۱ = ⎡⎢⎢
⎣

۲

−۲

۱

⎤⎥⎥
⎦

از است عبارت λ۱ = −۲ ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ی

ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ی نتیجه در و Y۲ = ⎡⎢⎢
⎣

√
۲i
۱

−۱ +
√
۲i

⎤⎥⎥
⎦

با است برابر λ۲ = −۱ +
√
۲i ویژه مقدار

: اکنون . Y۳ = ⎡⎢⎢
⎣

−
√
۲i

۱

−۱ −
√
۲i

⎤⎥⎥
⎦

با است برابر نیز λ۳ = −۱ −
√
۲i

P = ⎡⎢⎢
⎣

۲
√
۲i −

√
۲i

−۲ ۱ ۱

۱ −۱ +
√
۲i −۱ −

√
۲i

⎤⎥⎥
⎦

⇒ P ⎡⎢⎢
⎣

−۲ ۰ ۰

۰ −۱ +
√
۲i ۰

۰ ۰ −۱ −
√
۲i

⎤⎥⎥
⎦

P ۱ = ⎡⎢⎢
⎣

−۳ ۰ ۲

۱ −۱ ۰

−۲ −۱ ۰

⎤⎥⎥
⎦

نتیجه: در و

exp(⎡⎢⎢
⎣

−۳ ۰ ۲

۱ −۱ ۰

−۲ −۱ ۰

⎤⎥⎥
⎦

t) = P ⎡⎢⎢
⎣

e ۲ ۰ ۰

۰ e ۲ ۰

۰ ۰ e ۳

⎤⎥⎥
⎦

P ۱
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(j ستون و i (سطر ij درایه که یابیم م دست ۱
۱۲

Ω(𝑡) مربع ماتریس به نهایت در اخیر ماتریس ضرب انجام با و

فرم: به Ω(t) ماتریس

γ (t) = a e ۲ + b e cos
√
۲t + c e sin

√
۲t

آن: در که باشد م

a۱۱ = ۸, b۱۱ = ۴, c۱۱ = −۸
√
۲

a۲۱ = −۸, b۲۱ = ۸, 𝑐۲۱ = ۲
√
۲

a۳۱ = ۴, b۳۱ = −۴, c۳۱ = −۱۰
√
۲

a۱۲ = −۸, b۱۲ = ۸, c۱۲ = −۴
√
۲

a۲۲ = ۸, b۲۲ = ۴, c۲۲ = −۴
√
۲

a۳۲ = −۴, b۳۲ = ۴, c۳۲ = −۸
√
۲

a۱۳ = −۸, b۱۳ = ۸, c۱۳ = ۸
√
۲

a۲۳ = ۸, b۲۳ = −۸, c۲۳ = ۴
√
۲

a۳۳ = −۴, b۳۳ = ۱۶, c۳۳ = ۴
√
۲

عموم جواب نهایت در باشد. م X(۰) = I اولیه شرط با متناظر سیستم جواب واق در ۱
۱۲

Ω(t) مربع ماتریس و

ثابت ( (ستون مربع ماتریس ی B آن در که شود م داده Ω(t)B رابطه توسط مذکور اه دست ( (ستون مربع

باشد. م

بردار ی .λ۱ = −۱, 𝜆۲ = −۲, 𝜆۳ = ۲ از عبارتند ویژه مقادیر A = ⎡⎢⎢
⎣

۱ ۱ ۱

۲ ۱ −۱

−۸ −۵ −۳

⎤⎥⎥
⎦

ماتریس برای (۵ •

λ۲ = −۲ ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ی . Y۱ =
⎡⎢⎢⎢⎢
⎣

−۳
۴
۱
۱
۲

⎤⎥⎥⎥⎥
⎦

با است برابر λ۱ = −۱ ویژه مقدار با متناظر ویژه

. Y۳ = ⎡⎢⎢
⎣

۰

۱

−۱

⎤⎥⎥
⎦

از است عبارت نیز λ۳ = ۲ ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ی و Y۲ =
⎡⎢⎢⎢⎢
⎣

−۴
۵
۱
۷
۵

⎤⎥⎥⎥⎥
⎦

از است عبارت
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داریم: اکنون

P =
⎡⎢⎢⎢⎢
⎣

−۳
۴

−۴
۵

۰

۱ ۱ ۱
۱
۲

۷
۵

−۱

⎤⎥⎥⎥⎥
⎦

⇒ P ⎡⎢⎢
⎣

−۱ ۰ ۰

۰ −۲ ۰

۰ ۰ ۲

⎤⎥⎥
⎦

P ۱ = ⎡⎢⎢
⎣

۱ ۱ ۱

۲ ۱ −۱

−۸ −۵ −۳

⎤⎥⎥
⎦

نتیجه: در و

exp(⎡⎢⎢
⎣

۱ ۱ ۱

۲ ۱ −۱

−۸ −۵ −۳

⎤⎥⎥
⎦

t) = P ⎡⎢⎢
⎣

e ۰ ۰

۰ e ۲ ۰

۰ ۰ e۲

⎤⎥⎥
⎦

P ۱

آوریم: م بدست نهایت در بالا ماتریس ضرب انجام با

exp(⎡⎢⎢
⎣

۱ ۱ ۱

۲ ۱ −۱

−۸ −۵ −۳

⎤⎥⎥
⎦

t) = ۱
۱۲

⎡⎢⎢
⎣

۳۶e − ۲۴e ۲ ۱۲e − ۱۲e ۲ ۱۲e − ۱۲e ۲

−۴۸e + ۳۰e ۲ + ۱۸e۲ −۱۶e + ۱۵e ۲ + ۱۳e۲ −۱۶e + ۱۵e ۲ + e۲

−۲۴e + ۴۲e ۲ − ۱۸e۲ −۸e + ۲۱e ۲ − ۱۳e۲ −۸e + ۲۱e ۲ − e۲

⎤⎥⎥
⎦

و کنیم اغماض را ۱
۱۲

الر اس اگر نهایت در باشد. م X(۰) = I اولیه شرط با متناظر مذکور اه دست جواب که

که باشد م R(t)B فرم به اه دست (سطری) مربع جواب کل فرم اه آن بنامیم R(t) با برابر را حاصل ماتریس

باشد. م ثابت (سطری) مربع ماتریس ی B آن در

از عبارتند ماتریس این ویژه مقادیر آوریم. م بدست را A = ⎡
⎣

۲ ۲ + i
−۱ −۱ − i

⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر ابتدا (۶ •

.λ۱ = ۱, λ۲ = −i

. Y۱ = ⎡
⎣

−۲ − i
۱

⎤
⎦
از است عبارت λ۱ = ۱ ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ی

. Y۲ = ⎡
⎣

۱

−۱
⎤
⎦
از است عبارت نیز λ۲ = −i ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ی

اکنون:

P = ⎡
⎣

−۲ − i ۱

۱ −۱
⎤
⎦

⇒ P ⎡
⎣

۱ ۰

۰ −i
⎤
⎦

P ۱ = ⎡
⎣

۲ ۲ + i
−۱ −۱ − i

⎤
⎦

نتیجه: در و

exp(⎡
⎣

۲ ۲ + i
−۱ −۱ − i

⎤
⎦

t) = P ⎡
⎣

e ۰

۰ e
⎤
⎦

P ۱

یابیم: م دست زیر رابطه به بالا ماتریس ضرب انجام با

exp(⎡
⎣

۲ ۲ + i
−۱ −۱ − i

⎤
⎦

t) = ۱
۱ + i ⎡

⎣

(۲e − cos t) + i(e + sint) (۲e − ۲ cos t − sin t) + i(e − cos t + ۲ sin t)
(−e + cos t) − i sin t (−e + ۲ cos t + sin t) + i(cos t − ۲ sin t)

⎤
⎦

اغماض با قبل های قسمت همانند باشد. م X(۰) = I اولیه شرط با مذکور اه دست جواب واق در اخیر رابطه
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بصورت: سیستم جواب مربع عموم صورت پس داریم. را مذکور اه دست از جواب هم باز ۱
۱ + i

Ω(t) = ⎡
⎣

(۲e − cos t) + i(e + sint) (۲e − ۲ cos t − sin t) + i(e − cos t + ۲ sin t)
(−e + cos t) − i sin t (−e + ۲ cos t + sin t) + i(cos t − ۲ sin t)

⎤
⎦

⎡
⎣

a۱۱ a۱۲

a۲۱ a۲۲

⎤
⎦

بصورت: هم ها جواب کل ستون فرم همچنین هستند. دلخواه (مختلط) اعدادی ها a آن در که باشد م

Γ(t) = ⎡
⎣

(۲e − cos t) + i(e + sint) (۲e − ۲ cos t − sin t) + i(e − cos t + ۲ sin t)
(−e + cos t) − i sin t (−e + ۲ cos t + sin t) + i(cos t − ۲ sin t)

⎤
⎦

⎡
⎣

a
b
⎤
⎦

هستند. دلخواه (مختلط) اعداد a, b آن در که باشد م

بیاورید. بدست را زیر اولیه مقدار مسائل از کدام هر تای) (ی خصوص های جواب ٣ سوال

(١ •

x = ⎡
⎣

۱ −۵

۱ −۳
⎤
⎦

x , x۰ = ⎡
⎣

۱

۱
⎤
⎦

(٢ •

x = ⎡
⎣

−۲ ۱

−۵ ۴
⎤
⎦

x , x۰ = ⎡
⎣

۱

۳
⎤
⎦

(٣ •

x = ⎡⎢
⎣

۲
۳
۲

−۳
۲

−۱
⎤⎥
⎦

x , x۰ = ⎡
⎣

۳

−۲
⎤
⎦

در راست از را سوال اولیه شرط نهایت در و آورده بدست را ضرایب ماتریس exp ابتدا سوال این های قسمت تمام در پاس

به اولیه شرط که نیم می فرض سوالات تمام در همچنین باشد. م مسئله جواب حاصل و نیم می ضرب حاصل ماتریس

باشد. t = ۰ ازای

با متناظر ویژه بردار ی .λ۱ = −۱ + i, λ۲ = −۱ − i از عبارتند A = ⎡
⎣

۱ −۵

۱ −۳
⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر (١ •

از است عبارت نیز λ۲ = −۱ − i با متناظر ویژه بردار ی و Y۱ = ⎡
⎣

۲ + i
۱

⎤
⎦
از است عبارت λ۱ = −۱ + i

داشت: خواهیم نتیجه در و P = ⎡
⎣

۲ + i ۲ − i
۱ ۱

⎤
⎦
میدهیم قرار اکنون . Y۲ = ⎡

⎣

۲ − i
۱

⎤
⎦

exp(⎡
⎣

۱ −۵

۱ −۳
⎤
⎦

t) = P ⎡
⎣

e ۰

۰ e
⎤
⎦

P ۱

نهایت: در و

exp(⎡
⎣

۱ −۵

۱ −۳
⎤
⎦

t) = ⎡
⎣

e cos t + ۲e sin t −۵e sin t
e sin t e cos t − ۲e sin t

⎤
⎦
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آید: م بدست مسئله جواب بالا ماتریس در راست از مسئله اولیه شرط ضرب با

Γ(t) = ⎡
⎣

e cos t + ۲e sin t −۵e sin t
e sin t e cos t − ۲e sin t

⎤
⎦

⎡
⎣

۱

۱
⎤
⎦

= ⎡
⎣

e cos t − ۳e sin t
e cos t − e sin t

⎤
⎦

ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ی .λ۱ = ۳, λ۲ = −۱ از عبارتند A = ⎡
⎣

−۲ ۱

−۵ ۴
⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر (٢ •

نظر در با . Y۲ = ⎡
⎣

۱

۱
⎤
⎦
از است عبارت λ۲ = −۱ با متناظر ویژه بردار ی و Y۱ = ⎡

⎣

۱

۵
⎤
⎦
از است عبارت λ۱ = ۳

داریم: P = ⎡
⎣

۱ ۱

۵ ۱
⎤
⎦
گرفتن

exp(⎡
⎣

−۲ ۱

−۵ ۴
⎤
⎦

t) = P ⎡
⎣

e۳ ۰

۰ e
⎤
⎦

P ۱

نهایت: در و

exp(⎡
⎣

−۲ ۱

−۵ ۴
⎤
⎦

t) = − ۱
۴

⎡
⎣

e۳ − ۵e −e۳ + e
۵e۳ − ۵e −۵e۳ + e

⎤
⎦

رسیم: م مسئله جواب به اولیه شرط اعمال با پایان در

Γ(t) = − ۱
۴

⎡
⎣

e۳ − ۵e −e۳ + e
۵e۳ − ۵e −۵e۳ + e

⎤
⎦

⎡
⎣

۱

۳
⎤
⎦

= − ۱
۴

⎡
⎣

−۲e۳ − ۲e
−۱۰e۳ − ۲e

⎤
⎦

ی باشد. م ٢ رر ت از ویژه مقدار این که λ = ۱
۲
از است عبارت A = ⎡⎢

⎣

۲
۳
۲

−۳
۲

−۱
⎤⎥
⎦
ماتریس ویژه مقادیر (٣ •

گرفتن نظر در و Y۲ = ⎡
⎣

۱

۰
⎤
⎦
بردار گرفتن نظر در با .Y۱ = ⎡

⎣

۱

−۱
⎤
⎦
با است برابر ویژه مقدار این با متناظر ویژه بردار

داریم: P = ⎡
⎣

۱ ۱

−۱ ۰
⎤
⎦
ماتریس

P ⎡⎢
⎣

۱
۲

۳
۲

۰
۱
۲

⎤⎥
⎦

P ۱ = ⎡⎢
⎣

۲
۳
۲

−۳
۲

−۱
⎤⎥
⎦

نتیجه: در

exp(⎡⎢
⎣

۲
۳
۲

−۳
۲

−۱
⎤⎥
⎦

t) = P
⎡⎢⎢⎢
⎣

e
۱
۲ ۳

۲
te

۱
۲

۰ e
۱
۲

⎤⎥⎥⎥
⎦

P ۱

داریم: نهایت در و

exp(⎡⎢
⎣

۲
۳
۲

−۳
۲

−۱
⎤⎥
⎦

t) =
⎡⎢⎢⎢
⎣

e
۱
۲ + ۳

۲
te

۱
۲ ۳

۲
te

۱
۲

−۳
۲

te
۱
۲ e

۱
۲ − ۳

۲
te

۱
۲

⎤⎥⎥⎥
⎦

٢۶



رسیم: م نهای جواب به بالا ماتریس در راست از اولیه شرط ضرب با پایان در

Γ(t) =
⎡⎢⎢⎢
⎣

e
۱
۲ + ۳

۲
te

۱
۲ ۳

۲
te

۱
۲

−۳
۲

te
۱
۲ e

۱
۲ − ۳

۲
te

۱
۲

⎤⎥⎥⎥
⎦

⎡
⎣

۳

−۲
⎤
⎦

=
⎡⎢⎢⎢
⎣

۳e
۱
۲ + ۳

۲
te

۱
۲

−۲e
۱
۲ − ۳

۲
te

۱
۲

⎤⎥⎥⎥
⎦

زیر: دیفرانسیل معادلات های اه دست از هرکدام در ۴ سوال

کنید. پیدا را جواب اساس ماتریس الف) •

بیابید. را ند می صرق Φ(۰) = I شرط در که Φ(t) اساس ماتریس ب) •

(١ •

x = ⎡⎢
⎣

−۳
۴

۱
۲

۱
۸

−۳
۴

⎤⎥
⎦

x

(٢ •

x = ⎡
⎣

۲ −۵

۱ −۲
⎤
⎦

x

(٣ •

x = ⎡
⎣

۱ −۱

۵ −۳
⎤
⎦

x

با متناظر ویژه های بردار .λ۱ = −۱, λ۲ = − ۱
۲
از هستند عبارت A = ⎡⎢

⎣

−۳
۴

۱
۲

۱
۸

−۳
۴

⎤⎥
⎦
ماتریس ویژه مقادیر (١ • پاس

از: عبارتند ترتیب به λ۱, λ۲ ویژه مقادیر

Y۱ = ⎡
⎣

−۲

۱
⎤
⎦

, Y۲ = ⎡
⎣

۲

۱
⎤
⎦

داریم: P = ⎡
⎣

−۲ ۲

۱ ۱
⎤
⎦
ماتریس گرفتن نظر در با و

exp(⎡⎢
⎣

−۳
۴

۱
۲

۱
۸

−۳
۴

⎤⎥
⎦

t) = P ⎡⎢
⎣

e ۰

۰ e
۱
۲

⎤⎥
⎦

P ۱

نتیجه: در و

exp(⎡⎢
⎣

−۳
۴

۱
۲

۱
۸

−۳
۴

⎤⎥
⎦

t) = − ۱
۴

⎡⎢⎢⎢
⎣

−۲e − ۲e
۱
۲ ۴e − ۴e

۱
۲

e − e
۱
۲ −۲e − ۲e

۱
۲

⎤⎥⎥⎥
⎦

٢٧



های ماتریس کل صورت کند. م صدق �Φ(۰) = I شرط در که است مذکور سیستم اساس ماتریس فوق ماتریس

فرم: به سیستم این اساس

⎡⎢⎢⎢
⎣

−۲e − ۲e
۱
۲ ۴e − ۴e

۱
۲

e − e
۱
۲ −۲e − ۲e

۱
۲

⎤⎥⎥⎥
⎦

⎡
⎣

a b
c d

⎤
⎦

باشد. م پذیر وارون و ثابت ماتریس ⎡
⎣

a b
c d

⎤
⎦
ماتریس آن در که باشد م

ویژه مقادیر این با متناظر ویژه های بردار .λ۱ = i, λ۲ = −i از عبارتند A = ⎡
⎣

۲ −۵

۱ −۲
⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر (٢ •

از: عبارتند ترتیب به

Y۱ = ⎡
⎣

۲ + i
۱

⎤
⎦

, Y۲ = ⎡
⎣

۲ − i
۱

⎤
⎦

است: شده محاسبه A ماتریس exp ١ شماره تمرین از ۴ قسمت در خوشبختانه البته

exp(⎡
⎣

۲ −۵

۱ −۲
⎤
⎦

t) = ⎡
⎣

cos t + ۲ sin t −۵ sin t
sin t cos t − ۲ sin t

⎤
⎦

ماتریس کل صورت قبل قسمت همانند باشد. م Φ(۰) = I اولیه شرط ازای به سیستم اساس ماتریس فوق ماتریس

: فرم به مذکور سیستم اساس

⎡
⎣

cos t + ۲ sin t −۵ sin t
sin t cos t − ۲ sin t

⎤
⎦

⎡
⎣

a b
c d

⎤
⎦

باشد. م پذیر وارون و ثابت ماتریس ⎡
⎣

a b
c d

⎤
⎦
ماتریس آن در که باشد م

این با متناظر ویژه های بردار .λ۱ = −۱ + i, λ۲ = −۱ − i از عبارتند A = ⎡
⎣

۱ −۱

۵ −۳
⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر (٣ •

: از عبارتند ترتیب به ویژه مقادیر

Y۱ = ⎡
⎣

۱

۲ − i
⎤
⎦

, Y۲ = ⎡
⎣

۱

۲ + i
⎤
⎦

داریم: اه آن P = ⎡
⎣

۱ ۱

۲ − i ۲ + i
⎤
⎦
اگر نتیجه در و

exp(⎡
⎣

۱ −۱

۵ −۳
⎤
⎦

t) = P ⎡
⎣

e ۰

۰ e
⎤
⎦

P ۱

٢٨



داریم: نهایت در اخیر ماتریس ضرب انجام با

exp(⎡
⎣

۱ −۱

۵ −۳
⎤
⎦

t) = ⎡
⎣

e cos t + ۲e sin t −e sin t
۵e sin t e cos t − ۲e sin t

⎤
⎦

فرم قبل های قسمت همانند میباشد. Φ(۰) = I اولیه شرط ازای به سیستم اساس ماتریس واق در اخیر ماتریس که

: صورت به سیستم اساس های ماتریس کل

⎡
⎣

e cos t + ۲e sin t −e sin t
۵e sin t e cos t − ۲e sin t

⎤
⎦

⎡
⎣

a b
c d

⎤
⎦

باشد. م پذیر وارون و ثابت ماتریس ⎡
⎣

a b
c d

⎤
⎦
ماتریس آن در که باشد م

کنید. حل شد ذکر قبل تمرین در که Φ(t) اساس ماتریس از استفاده با را زیر اولیه مقدار مسئله ۵ سوال

x = ⎡
⎣

−۱ −۴

۱ −۱
⎤
⎦

x , x۰ = ⎡
⎣

۳

۱
⎤
⎦

مقادیر این با متناظر ویژه های بردار .λ۱ = −۱ + ۲i, λ۲ = −۱ − ۲i از عبارتند A = ⎡
⎣

−۱ −۴

۱ −۱
⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر پاس

از: عبارتند ترتیب به ویژه

Y۱ = ⎡
⎣

۲i
۱
⎤
⎦

, Y۲ = ⎡
⎣

−۲i
۱

⎤
⎦

داریم: P = ⎡
⎣

۲i −۲i
۱ ۱

⎤
⎦
گرفتن نظر در با

exp(⎡
⎣

−۱ −۴

۱ −۱
⎤
⎦

t) = P ⎡
⎣

e ۲ ۰

۰ e ۲
⎤
⎦

P ۱

: ایم نموده محاسبه را ماتریس این خوشبختانه ١ شماره تمرین از سوم قسمت در البته

exp(⎡
⎣

−۱ −۴

۱ −۱
⎤
⎦

t) = ⎡
⎣

e cos ۲t −۲e sin ۲t
۱
۲
e sin ۲t e cos ۲t

⎤
⎦

برسیم: نهای جواب به تا نموده ضرب بالا ماتریس در راست از را اولیه شرط کافیست حال

Γ(t) = ⎡
⎣

e cos ۲t −۲e sin ۲t
۱
۲
e sin ۲t e cos ۲t

⎤
⎦

⎡
⎣

۳

۱
⎤
⎦

= ⎡
⎣

۳e cos ۲t − ۲e sin ۲t
e cos ۲t + ۳

۲
e sin ۲t

⎤
⎦

کند: م توصیف تری ال مدار ی در را ولتاژ جریان زیر معادلات اه دست ۶ سوال

d
dt ⎡

⎣

I
V

⎤
⎦

= ⎡⎢
⎣

−R۱
L − ۱

L
۱
C − ۱

CR۲

⎤⎥
⎦

⎡
⎣

I
V

⎤
⎦

دهید: پاس زیر سوالات به (R۱, R۲, C, L (اعداد مدار های پارامتر بودن ثابت فرض با
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: ماتریس ویژه مقادیر که کنید پیدا R۱, R۲, C, L روی را شرایط الف) •

⎡⎢
⎣

−R۱
L − ۱

L
۱
C − ۱

CR۲

⎤⎥
⎦

باشند. متمایز و حقیق

نشان سپس هستند. منف فوق ماتریس ویژه مقدار دو هر باشد برقرار (الف) قسمت شرایط اگر دهید نشان ب) •

ای) اولیه شرط هر (با t → ∞ وقت I(t), V(t) → ۰ دهید

کنند؟ م میل صفر سمت به بینهایت در I(t), V(t) هم باز آیا نباشد برقرار (الف) قسمت شرایط اگر ج) •

شوند: م یافت زیر دوم درجه معادله طریق از مذکور ماتریس ویژه مقادیر الف) • پاس

x۲ + (R۱
L + ۱

CR۲
)x + ( R۱

CR۲L
+ ۱

LC) = ۰

باشد: مثبت اکیدا بالا معادله مبین باید باشند متمایز و حقیق بالا معادله های ریشه ه آن برای

Δ = R۲
۱

L۲ + ۱
C۲R۲

۲
+ ۲R۱

CLR۲
− ۴R۱

CR۲L
− ۴

LC

نتیجه: در و

Δ = R۲
۱

L۲ + ۱
C۲R۲

۲
− ۲R۱

CLR۲
− ۴

LC = (R۱R۲C − L)۲ − ۴LCR۲
۲

C۲L۲R۲
۲

اگر: فقط و اگر هستند متمایز و حقیق مذکور ماتریس ویژه مقادیر پس

(R۱R۲C − L)۲ > ۴LCR۲
۲

پسفرض آوریم. م بدست مثبت ویژه مقدار R۱ = R۲ = −۱۰ و L = C = ۱ ذاری جای با که بینیم م ابتدا ب) •

باید دو آن ضرب و منف عددی باید ویژه مقادیر جم پس باشند. مثبت اعداد مسئله پارامترهای همه که نیم می

باشند مثبت همزمان توانند نم ویژه مقدار دو هر پس است منف عددی ویژه مقادیر جم چون باشد. مثبت عددی

از و هستند علامت هم ویژه مقدار دو این که یریم می نتیجه است مثبت ویژه مقدار دو این ضرب که آنجای از و

باشند. منف ویژه مقدار دو هر باید که یریم می نتیجه باشد م منف ویژه مقدار دو این از ی حداقل که آنجای

آنجای از و exp(⎡⎢
⎣

−R۱
L − ۱

L
۱
C − ۱

CR۲

⎤⎥
⎦

t) با است برابر مسئله صورت در مذکور سیستم برای اساس ماتریس ی حال

که شود م نتیجه باشند م منف و متمایز ها پارامتر تمام بودن مثبت و (الف) قسمت شرایط با ویژه مقادیر که

ل: ش به باید اساس ماتریس این های درایه

c۱e ۱ + c۲e ۲
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بالا اساس ماتریس های درایه تمام بوضوح پس باشند. م ها پارامتر ماتریس ( (منف ویژه مقادیر λ۱, λ۲ که باشند

ستون از خط ترکیب بصورت لزوما سیستم ستون جواب هر که آنجای از و کنند م میل صفر سمت به بینهایت در

مبدا به بینهایت در مذکور سیستم های مدار تمام که شود م نتیجه شود م بیان سیستم اساس ماتریس ی های

کنند. م میل صفر) (نقطه مختصات

نتیجه هم باز خیر یا باشد برقرار (الف) قسمت شرایط ه این از فارغ باشند مثبت مسئله های پارامتر تمام اگر ج) •

اگر که چرا شوند. م مختصات مبدا جذب بینهایت در سیستم مدارهای تمام یعن است. برقرار (ب) قسمت

صورت به ل ش سیستم اساس ماتریس هر های درایه و λ مانند داریم منف مضاعف ویژه مقدار ی اه آن Δ = ۰

در و کرده میل صفر سمت به بینهایت در اساس ماتریس هر های درایه نتیجه در و داشت خواهد c۱e + c۲te

ند. می میل صفر سمت به بینهایت در سیستم دلخواه مدار هر نتیجه

و بوده ر دی ی مزدوج λ۱, λ۲ ویژه مقادیر نیز باشد منف Δ اگر پارامترها) تمام بودن مثبت فرض با (باز همچنین

به سیستم اساس ماتریس هر های درایه اه آن باشند α ± βi فرم به اگر مثلا و باشند م منف حقیق قسمت دارای

صورت:

c۱e cos βt + c۲e sin βt

نتیجه در نند. می میل صفر سمت به بینهایت در ها درایه این که شود م نتیجه α < ۰ که آنجای از که باشد م

شرایط هر در ها پارامتر بودن مثبت فرض با پس شوند. م مبدا جذب حالت این در نیز سیستم های مدار تمام

باشد داشته فرق مختصات مبدا به ها جواب کردن میل نحوه است ن مم فقط و باشد م سیستم جاذب نقطه مبدا

کنند). میل مختصات مبدا به مارپی بطور توانند م (مثلا

در که است مثال شد بیان (ب) قسمت حل راه ابتدای در که مثال همان باشند هم منف بتوانند ها پارامتر اگر ول

مثبت ویژه مقدار ی حالت این در حداقل که (چرا کند میل بینهایت سمت به بینهایت در که دارد وجود مداری آن

داریم).

و ad − bc > ۰ اگر تنها و اگر کنند م میل صفر سمت به t → ∞ وقت زیر اه دست های جواب تمام دهید نشان ٧ سوال

.a + d < ۰

x = ⎡
⎣

a b
c d

⎤
⎦

x

: با است برابر شده ذکر اه دست اساس ماتریس کنیم. م دوره را مباحث ابتدا پاس

exp(⎡
⎣

a b
c d

⎤
⎦

t)

٣١



ویژه مقادیر آوردن بدست با شود م مرتبط بالا ماتریس آوردن بدست نمودیم مشاهده نیز قبل تمارین در که همانطور

اولیه شرط با مذکور اه دست اساس ماتریس چهره ماتریس این ویژه مقادیر حسب بر تر دقیق عبارت به .⎡
⎣

a b
c d

⎤
⎦
ماتریس

شود: م زیر های صورت از ی به همان

داشت. خواهند c۱e ۱ + c۲e ۲ ل ش به فرم ماتریس این های درایه اه آن 𝜆۱, 𝜆۲ مثلا باشند حقیق ویژه مقدار دو هر اگر

باشند. م c۱e + c۲te ل ش به ماتریس این های درایه اه آن باشیم داشته λ (مضاعف) ویژه مقدار ی اگر

هستند: زیر ل ش به ماتریس این های درایه اه آن λ۱ = α + βi, λ۲ = α − βi مثلا باشند مختلط ویژه مقادیر اگر

c۱e cos βt + c۲e sin βt

خط های ترکیب لزوما سیستم ستون جوابهای که آنجای از t → ∞ وقت یعن سیستم جوابهای مجانب رفتار نظر از

صفر سمت به مجانب بطور اساس ماتریس های ستون اگر که یریم می نتیجه هستند سیستم اساس ماتریس ی های ستون

انجام بالا در که های بندی حالت به توجه با کنند. م میل صفر به مجانب بطور سیستم های جواب همه اه آن کنند میل

⎡
⎣

a b
c d

⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر تمام حقیق قسمت ه این با است معادل اتفاق چنین دادن رخ که شود م نتیجه دادیم

باشند. منف

آید: م بدست زیر معادله طریق از مذکور ماتریس ویژه مقادیر

x۲ − (a + d)x + (ad − bc) = ۰

داریم. را λ۱λ۲ = ad − bc و λ۱ + λ۲ = a + d روابط اه آن باشند ویژه مقادیر λ۱, λ۲ اگر ر دی بیان به

نیم: می بررس را حالت سه اکنون

مثبت توانند نم هم با آنها دوی هر که شود م نتیجه λ۱ + λ۲ < ۰ که آنجای از اه آن باشند متمایز و حقیق λ۱, λ۲ اگر

علامت هم λ۱, λ۲ ه این دوم و نیستند صفر λ۱, λ۲ از کدام هی که میشود نتیجه اول نیز λ۱λ۲ > ۰ رابطه از همچنین باشند.

باشند. منف λ۱, λ۲ دوی هر باید که شود م نتیجه باشد م منف آنها از ی حداقل ه این به توجه با و هستند

.λ < ۰ درنتیجه و ۲λ < ۰ اه آن λ۱ = λ۲ = λ یعن باشیم داشته مضاعف ویژه مقدار اگر

.α < ۰ که شود م نتیجه ۲α < ۰ رابطه از نیز باشند λ = α ± βi ل ش به ویژه مقادیر اگر

در (و بود خواهد منف ویژه مقادیر حقیق قسمت اه آن a + d < ۰, ad − bc > ۰ اگر که گرفتیم نتیجه الان تا پس

(میتوان ساده بررس ی با همچنین نند). می میل صفر سمت به نهایت ب در مذکور سیستم های جواب تمام نتیجه

روابط لزوما اه آن باشند منف ویژه مقادیر حقیق قسمت اگر که دید توان م داد) انجام را بالا بندی حالت همین مانند

داریم. را ad − bc > ۰ و a + d < ۰

باشد. م شده حل مسئله اکنون
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کنید: فرض ٨ سوال

J = ⎡
⎣

λ ۱

۰ λ
⎤
⎦

است. دلخواه عدد ی λ ه بطوری

دهید: نشان الف) •

J = ⎡
⎣

λ nλ ۱

۰ λ
⎤
⎦

exp(Jt) آوردن بدست مطلوبست ب) •

کنید: حل را زیر اولیه مقدار مسئله (ب) قسمت کم به ج) •

x = Jx , x(۰) = x۰

بوضوح دهیم. م نشان n روی استقرا از استفاده با را شده بیان رابطه کنید. تثبیت را λ دلخواه عدد ی ابتدا الف) • پاس

داریم: k طبیع عدد برای رابطه درست فرض با است. درست n = ۱ برای رابطه

J ۱ = J J = ⎡
⎣

λ kλ ۱

۰ λ
⎤
⎦

⎡
⎣

λ ۱

۰ λ
⎤
⎦

= ⎡
⎣

λ ۱ λ + kλ
۰ λ ۱

⎤
⎦

= ⎡
⎣

λ ۱ (k + ۱)λ ۱ ۱

۰ λ ۱
⎤
⎦

و است درست نیز k + ۱ طبیع عدد برای k طبیع عدد برای درست فرض با سوال صورت در شده بیان رابطه پس

است. درست λ دلخواه عدد هر و n طبیع عدد هر برای رابطه که شود م نتیجه استقرا بنابر

داریم: (الف) قسمت بر بنا نیم. می محاسبه را (Jt) ماتریس ابتدا ب) •

(Jt) = t J = t ⎡
⎣

λ nλ ۱

۰ λ
⎤
⎦

= ⎡
⎣

(λt) nλ ۱t
۰ (λt)

⎤
⎦

آید: م بدست زیر محاسبه با exp(Jt) دوم ستون و اول سطر بر واق عنصر

۰

n
n!λ

۱t = t
۱

۱
(n − ۱)!(λt) ۱ = te

نهایت: در و

exp(Jt) = ⎡
⎣

e te
۰ e

⎤
⎦

: تای ی جواب دارای شده مطرح اولیه مقدار مسئله ج) •

Φ(t) = exp(Jt)x۰
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از: است عبارت جواب این (ب) قسمت به توجه با که باشد م

Φ(t) = ⎡
⎣

e te
۰ e

⎤
⎦

x۰

ایم: کرده مدل زیر بصورت را ر نوسان ی حرکت کنید فرض ٩ سوال

u + ω۲u = ۰ , u(۰) = u۰ , u (۰) = v۰

بنویسید: زیر اه دست بصورت را بالا معادله .x۲ = u و x۱ = u کنید فرض الف) •

x = Ax , x(۰) = x۰

x۱, x۲ با برابر ترتیب به آن های مولفه که است بعدی ٢ ستون بردار ی x و ۲ مرتبه از مربع ماتریس A آن در که

باشد. م

دهید: نشان ب) •

exp(At) = I cos(ωt) + Asin(ωt)
ω

آورید. بدست را (الف) قسمت اولیه مقدار مسئله جواب ج) •

: که شود م نتیجه نیز x۲ = u رابطه از و x۱ = u = x۲ اه آن x۱ = u اگر الف) • پاس

x۲ = u = −ω۲u = −ω۲x۱

داریم: را زیر اه دست پس
⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

x۱ = x۲

x۲ = −ω۲x۱

کند: م القا را زیر اولیه مقدار مسئله شده داده اولیه شروط با همراه ماتریس زبان به که

d
dt ⎡

⎣

x۱

x۲

⎤
⎦

= ⎡
⎣

۰ ۱

−ω۲ ۰
⎤
⎦

⎡
⎣

x۱

x۲

⎤
⎦

, ⎡
⎣

x۱(۰)
x۲(۰)

⎤
⎦

= ⎡
⎣

u۰

v۰

⎤
⎦

ویژه مقادیر این با متناظر ویژه های بردار .λ۱ = ωi, λ۲ = −ωi از عبارتند ⎡
⎣

۰ ۱

−ω۲ ۰
⎤
⎦
ماتریس ویژه مقادیر ب) •

از عبارتند ترتیب به

Y۱ = ⎡
⎣

۱

ωi
⎤
⎦

, Y۲ = ⎡
⎣

۱

−ωi
⎤
⎦

٣۴



نتیجه: در

exp(⎡
⎣

۰ ۱

−ω۲ ۰
⎤
⎦

t) = − ۱
۲ωi ⎡

⎣

۱ ۱

ωi −ωi
⎤
⎦

⎡
⎣

e ۰

۰ e
⎤
⎦

⎡
⎣

−ωi −۱

−ωi ۱
⎤
⎦

آوریم: م بدست نهایت در اخیر ماتریس ضرب انجام با

exp(⎡
⎣

۰ ۱

−ω۲ ۰
⎤
⎦

t) = ⎡
⎣

cos ωt sin ωt
ω

−ω sin ωt cos ωt
⎤
⎦

داریم: و

⎡
⎣

cos ωt sin ωt
ω

−ω sin ωt cos ωt
⎤
⎦

= I cos ωt + ⎡
⎣

۰ ۱

−ω۲ ۰
⎤
⎦

sin ωt
ω

از: است عبارت مذکور اولیه مقدار اه دست جواب ج) •

γ(t) = ⎡
⎣

cos ωt sin ωt
ω

−ω sin ωt cos ωt
⎤
⎦

⎡
⎣

u۰

v۰

⎤
⎦

= ⎡
⎣

u۰ cos ωt + v۰
ω sin ωt

v۰ cos ωt − u۰ω sin ωt
⎤
⎦

آمده: بدست ستون بردار اول مولفه از است عبارت اصل مسئله جواب و

η(t) = u۰ cos ωt + v۰
ω sin ωt

ه بطوری باشد فوق اه دست اساس جواب Φ(t) فرضکنید یرید. ب نظر در را x(۰) = x۰ اولیه شرط با را x = Ax مسئله ١٠ سوال

.Φ(۰) = I و Φ (t) = AΦ(t)

: دهید نشان الف) •

Φ(t) × Φ(s) = Φ(t + s) , Φ(−t) = Φ ۱(t)

باشد) م ماتریس دو معمول ضرب همان " × " از (منظور

دهید: نشان (الف) قسمت از استفاده با ب) •

exp(At) × exp(A(−t)) = I , exp(At) × exp(As) = exp(A(t + s))

که باشند n مرتبه از مربع های ماتریس U(t), V(t) اگر که نیم می بیان مختصر بطور را ای ته ن ی ابتدا الف) • پاس

داریم: اه آن باشند t از پذیر مشتق توابع آنها های درایه

d
dt(U(t) × V(t)) = ( d

dtU(t)) × V(t) + U(t) × ( d
dtV(t))

٣۵



: اولیه مقدار مسئله t۰ دلخواه حقیق عدد و A ثابت مربع ماتریس برای که شویم م یادآور همچنین

X = AX , X(t۰) = X۰

منحصر جواب دارای باشد A مرتبه بعد از ستون ماتریس یا A با مرتبه هم مربع ماتریس تواند م X۰ آن در که

بفرد:

X(t) = (exp(A(t − t۰)))X۰

باشد. م اهمیت حائز ما برای جواب بودن بفرد منحصر مسئله این در باشد. م

ند: می صدق زیر روابط در Φ(t) مربع ماتریس مسئله برفرض بنا ردیم. می بر مسئله به حال

Φ (t) = AΦ(t) , Φ(۰) = I

یرید: ب نظر در را زیر ماتریس تاب دو کنید. تثبیت را آن و گرفته نظر در دلخواه را s۰ حقیق عدد حال

Γ۱(t) = Φ(t + s۰) , Γ۲(t) = Φ(t) × Φ(s۰)

هستند: زیر اولیه مقدار مسئله های جواب دو هر Γ۱, Γ۲ دهیم م نشان

X = AX , X(۰) = Φ(s۰)

: همچنین .Γ۱(۰) = Γ۲(۰) = Φ(s۰) که است واض ه آن ابتدا

Γ۱(t) = (Φ(t + s۰)) = Φ (t + s۰) = AΦ(t + s۰) = AΓ۱(t)

داریم: نیز ماتریس دو ضرب مشتق مورد در یادآوری از استفاده با و

Γ۲(t) = (Φ(t) × Φ(s۰)) = (Φ(t)) × Φ(s۰) = (A × Φ(t)) × Φ(s۰) = A × (Φ(t) × Φ(s۰)) = AΓ۲(t)

داریم: مسئله جواب بودن بفرد منحصر بر بنا پس است). ثابت ماتریس Φ(s۰) که کنید (توجه

Γ۱(t) = Γ۲(t)

t, s حقیق عدد دو هر برای که یریم می نتیجه بودیم گرفته نظر در دلخواه حقیق عدد را s۰ که آنجای از و

داشت: خواهیم

Φ(t) × Φ(s) = Φ(t + s)

داریم: Φ(۰) = I ه این به توجه با و s = −t داد قرار میتوان بالا رابطه در که بخصوص

Φ(t) × Φ(−t) = I ⇒ Φ(−t) = (Φ(t)) ۱
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: اولیه مقدار مسئله جواب واق در که چرا باشد. م (الف) قسمت مستقیم نتیجه قسمت این ب) •

X = AX , X(۰) = I

آوریم: م بدست (الف) قسمت در آمده بدست رابطه دو اعمال با .Φ(t) = exp(At) جز نیست چیزی

exp(At) × exp(As) = exp(A(t + s)) , exp(At) × exp(A(−t)) = I

دهید: نشان .AB = BA ه بطوری باشند n مرتبه از مربع ماتریس دو A, B کنید فرض میل ت سوال

exp(A) × exp(B) = exp(B) × exp(A) = exp(A + B)

یرید: ب نظر در را زیر اولیه مقدار مسئله پاس

X = (A + B)X , X(۰) = I

که: دهیم م نشان ر دی طرف از .exp((A + B)t) از است عبارت بالا مسئله بفرد) (منحصر جواب دانیم م

Γ(t) = exp(At) × exp(Bt)

: همچنین .Γ(۰) = I که است واض باشد. م مذکور اولیه مقدار مسئله برای جواب ی نیز

Γ (t) = (exp(At)) × exp(Bt) + exp(At) × (exp(Bt))

نتیجه: در که

Γ (t) = A(exp(At) × exp(Bt)) + exp(At) × B × exp(Bt)

: رابطه به توجه با که است این دارد وجود که ای ته ن حال

exp(At) = I + At + A۲t۲
۲! + ...

: داریم t حقیق عدد هر برای اه آن AB = BA هرگاه که شود م نتیجه

exp(At) × B = B × exp(At)

شود: م نتیجه آن قبل رابطه در تساوی این گیری ار ب با و

Γ (t) = (A + B)(exp(At) × exp(Bt))
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با .exp(At) × exp(Bt) = exp((A + B)t) داشت خواهیم t حقیق عدد هر برای جواب تای ی بنابر نتیجه در

داریم: t = ۱ ذاری جای

exp(A) × exp(B) = exp(A + B) = exp(B + A) = exp(B) × exp(A)

آن اصل قطر های درایه که باشد مختلط های درایه با n مرتبه از مثلث بالا و مربع ماتریس A کنید فرض الف) • میل ت سوال

به آن اصل قطر های درایه که است مثلث بالا ماتریس نیز exp(A) دهید است.نشان a۱۱, ..., a با برابر ترتیب به

باشد. م e ۱۱, ..., e با برابر ترتیب

ماتریس : کنید فرض دانسته را عبارت این باشد. مختلط های درایه با n مرتبه از مربع ماتریس A کنید فرض ب) •

است مثلث بالا B و است پذیر وارون P که قسم به دارند وجود B و P مختلط های درایه با n مرتبه از مربع های

: و

A = P ۱BP

دهید: نشان باشد. مربع ماتریس A کنید فرض حال

det(exp(A)) = exp(Tr A)

B های درایه و a با را A های درایه باشند. مختلط های درایه با مثلث بالا های ماتریس A, B کنید فرض الف) • پاس

.a = b = ۰ اه آن i > j اگر پس دهید. نمایش b با را

با: است برابر A × B ماتریس i ستون و i سطر بر واق درایه حال

c =
۱
a b

صفر با هستند برابر جملات همه بالا بندی جم در نتیجه در .b = ۰ اه آن j > i اگر و a = ۰ اه آن �i > j اگر

.a b با شود م برابر که i اندیس با متناظر جمله احتمالا جز به

اثر بر i ستون و i سطر بر واق درایه سان ی مرتبه از مثلث بالا ماتریس دو ضرب در که دهد م نشان اخیر مبحث

بر واق عناصر a۱۱, ..., a اگر نتیجه در آید. م پدید ماتریس دو i ستون و i سطر بر واق های درایه شدن ضرب

همچنین .a۱۱, ..., a از عبارتند A ماتریس اصل قطر بر واق عناصر اه آن باشند A مثلث بالا ماتریس اصل قطر

از: است عبارت A × B از c درایه i > j برای

c =
۱
a b
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.c = ۰ که دهد م نتیجه مباحث این که b = ۰ نتیجه در و k > j اه آن k ≥ i اگر و a = ۰ اه آن i > k اگر

نیز A اه آن باشد a۱۱, ..., a قطری عناصر با مثلث بالا ماتریس A اگر که دهد م نشان بالا های صحبت

رابطه: واسطه به .a۱۱, ..., a با است برابر آن قطری عناصر که باشد م مثلث بالا ماتریس

exp(A) = I + A + A۲

۲! + ...

.e ۱۱, ..., e از عبارتند آن قطری عناصر که باشد م مثلث بالا ماتریس exp(A) که شود م نتیجه

مثلا و A = PBP ۱ و باشد مثلث بالا B و پذیر وارون P که یرید ب نظر در قسم به را P, B های ماتریس ب) •

: پس .b۱۱, ..., b از باشد عبارت B اصل قطر عناصر

Tr B = b۱۱ + b۲۲ + ... + b

برقرار باشد پذیر وارون P که P, X مربع ماتریس دو هر برای Tr PXP ۱ = Tr X رابطه که آنجای از همچنین

داریم: حال .Tr A = Tr B که یریم می نتیجه است

exp(A) = P(exp(B))P ۱ ⇒ det exp(A) = det exp(B)

از عبارتند آن اصل قطر عناصر که است مثلث بالا ماتریس exp(B) که دانیم م (الف) قسمت طبق اما

ماتریس آن اصل قطر عناصر ضرب با است برابر مثلث های ماتریس دترمینان که آنجای از و e ۱۱, ..., e

داشت: خواهیم

det exp(B) = e ۱۱ ۲۲ = e

داشت: خواهیم نهایت در و

det exp(A) = e

کنید فرض اند. شده تعریف ℝ روی که باشد م پیوسته توابع آن های درایه که باشد مربع ماتریس A(𝑡) کنید فرض میل ت سوال

باشیم: داشته t حقیق عدد هر برای

A(t)(
۰

A(s)ds) = (
۰

A(s)ds)A(t)

اولیه: مقدار مسئله دهید نشان

X = A(t)X , X(۰) = X۰

٣٩



تای: ی جواب دارای

X(𝑡) = (exp(
۰

A(𝑠)d𝑠))X۰

باشد. م

صدق معادله در شده داده تاب که کنیم بررس باید فقط شود. م نتیجه تای ی و وجود به مربوط قضایای از جواب تای ی پاس

کند. م صدق X(۰) = X۰ اولیه مقدار شرط در سوال صورت در شده داده تاب که است واض همچنین کند. م

سوال در شده بیان ته ن تعمیم (که را ای ته ن ابتدا بپردازیم شده بیان رابطه صحت بررس به مستقیم بطور ه این از قبل

ها آن های درایه که باشند مرتبه هم و مربع های ماتریس A۱(t), ..., A (t) کنید فرض کنیم. م بیان باشد) م ١٠

داریم: باشند. م �t از پذیر مشتق توابع

d
dt(A۱(t) × ... × A (t)) =

۱
A۱(t) × .... × ( d

dtA (t)) × .... × A (t)

که: بخصوص

d
dtA (t) = A (t) × A(t) × .... × A(t) + A(t) × A (t) × .... × A(t) + .... + A(t) × A(t) × .... × A (t)

داشت: خواهیم شود جابجا t هر ازای به A (t) ماتریس یعن خود مشتق با A(t) ماتریس اگر خاص حالت در

d
dtA (t) = kA (t)A ۱(t)

خود مشتق با ∫
۰

A(s)ds که شده فرض یعن است. شده فرض خاص حالت همین نیز داریم سروکار آن با که ای مسئله در

رابطه: طرفین از گیری مشتق با شود. م جابجا A(t) یعن

(exp(
۰

A(s)ds))X۰ = (
۰

(∫
۰

A(s)ds)

𝑘! )X۰

داشت: خواهیم

d
dt(exp(

۰

A(s)ds))X۰ = (
۱

(kA(t) ∫
۰

A(s)ds) ۱

k! )X۰ = A(t)(
۱

(∫
۰

A(s)ds) ۱

(k − ۱)! )X۰

داریم: نهایت در پس

d
dt(exp(

۰

A(s)ds))X۰ = A(t)(exp(
۰

A(s)ds))X۰

شود. م بررس رابطه درست و

۴٠



دیفرانسیل معادلات تمارین اول سری از ٨ سوال مورد در

دو که شد استفاده مسطحه هندسه واقعیت این از باشد م گردیده ارائه (ب) قسمت ٨ سوال برای که دوم حل راه در

ری دی برابر K ها بردار آن از ی که گرفتیم نظر در طوری را K عدد و هستند موازی هم با خود بردار ی بر عمود بردار

باشد t از مستقل K که ندارد وجود دلیل هی نند می تغییر t به وابسته ها بردار که آنجای از که آنجاست مسئله باشد.

(x(t), y(t)) کنید فرض همچنان : نیم می عمل صورت بدین حل راه این اصلاح برای باشد. t از تابع میتواند K و

(x۰, y۰) نقطه در خم دو این کنید فرض باشد. مجهول خم (u(s), v(s)) خم و باشد x۲ + y۲ = c دایره از پرمایش ی

باشیم: داشته ای t۰, s۰ ازای به یعن دارند. تقاط

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

(x(t۰), y(t۰)) = (x۰, y۰)

(u(s۰), v(s۰)) = (x۰, y۰)

های بردار که شود م نتیجه تمارین اول سری در شده انجام استدلال همانند پس باشند. عمود هم بر تقاط نقطه این در و

بردار: دو پس هستند. موازی ر دی ی با (x۰, y۰) = (u(s۰), v(s۰)) و (u (s۰), v (s۰))

(u(s۰), v(s۰), ۰) , (u (s۰), v (s۰), ۰)

این دادن انجام با باشد. صفر با برابر آنها خارج ضرب باید نتیجه در و بوده موازی ر دی ی با بعدی ٣ فضای در نیز

رسیم: م زیر رابطه به خارج ضرب

u (s۰)v(s۰) − v (s۰)u(s۰) = ۰

داریم: s هر برای پس هستیم شاهد نیز را s۰ پیوسته تغییرات c پیوسته تغییرات با که آنجای از و

u (s)v(s) − v (s)u(s) = ۰

داریم: K مانند ثابت ازای به نتیجه در و شود م صفر با برابر u(s)
v(s) تاب مشتق که دهد م نتیجه بالا رابطه اما

u(s)
v(s) = K

دوایر بر متعامد خانواده نتیجه در و باشد م K شیب با مبدا از گذرا خط پرمایش ی (u(s), v(s)) خم نتیجه در و

باشد. م مبدا از گذرا خطوط تمام خانواده با برابر سوال صورت

۴١


