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شریف صنعتی دانشگاه

ریاضی علوم دانشکده

ساعت ٣ امتحان: مدت (٢٢٠٣۴) دیفرانسیل معادلات

١٣٩٧ فروردین ٢٩ گروه ها) (همه ی ترم میان امتحان کلید

نیست. مجاز وجه هیچ به حساب ماشین از استفاده •

بنویسید. پاسخنامه از جداگانه ای برگه در را یک هر و ترتیب به را سوالات پاسخ آزمون، در •

بیان دقیق و شفاف صورت به ابتدا را نظر مورد گزاره است لازم می کنید، استفاده سوالها حل برای کتاب، در گزاره ای از اگر •

گیرید. بکار را آن سپس و کرده

زیر ثابت ضرایب با چهارم مرتبه خطی دیفرانسیل معادله الف) . ١

y(۴) + a٣y
(٣) + a٢y

(٢) + a١y
′
+ a٠y = ٠

نمره) ١٠) n-ام.) مرتبه مشتق یعنی y(n) که کنید (توجه کنند صدق آن در زیر توابع که بیابید را

sin t, cos t, t sin t, t cos t.

به صورت باید مشخصه معادله جوابها، به توجه با پاسخ.

(λ− i)٢(λ+ i)٢ = ٠ ⇐⇒ (λ٢ + ٢(١ = λ۴ + ٢λ+ ١ = ٠

پس باشد.

a٠ = ١, a١ = ٠, a٢ = ٢, a٣ = ٠ ⇐⇒ y(۴) + ٢y′′ + y = ٠.

دیفرانسیل. معادله آوردن به دست و ضرایب محاسبه برای نمره ١٠ مجموع در

است. قبول قابل دیگر، درست پاسخ هر *

نمره) ١٠) آورید به دست را زیر ناهمگن معادله عمومی جواب قبل، قسمت در آمده به دست ضرایب با ب)

y(۴) + a٣y
(٣) + a٢y

(٢) + a١y
′
+ a٠y = t٢ + t sin t.

معادلات از یک هر برای خصوصی جواب یک نهی برهم اصل به توجه با پاسخ. y
(۴)
١ + ٢y′′١ + y١ = t٢

y
(۴)
٢ + ٢y′′٢ + y٢ = t sin t = teit−te−it

٢i = teit−teit

٢i .

١



y(۴) + ٢y′′ + y = t٢ + t sin t معادله برای خصوصی جواب یک تا می کنیم جمع هم با را آنها سپس و می یابیم

آوریم. به دست

y١ = at٢ + bt+ c =⇒ ∀ t t٢ = ۴a+ at٢ + bt+ c =⇒ a = ١, b = ٠, c = −۴

=⇒ y١ = t٢ − ۴.

.y١ محاسبه برای نمره ٢ مجموع در

داریم z(t) := q(t)eit برای باشد. y٢ = q(t)eit−q(t)eit

٢i به صورت جواب می کنیم فرض y٢ محاسبه برای

z(t) = q(t)eit

z′(t) = [q′(t) + iq(t)]eit

z′′(t) = [q′′(t) + ٢iq′(t)− q(t)]eit

z(٣)(t) = [q(٣)(t) + ٣iq′′(t)− ٣q′(t)− iq(t)]eit

z(٣)(t) = [q(۴)(t) + ۴iq(٣)(t)− ۶q′′(t)− ۴iq′(t) + q(t)]eit

معادله در که زیرا نیست، سوم و اول مشتق محاسبه به نیازی fg مشتقات برای نیتس لایب فرمول از استفاده با حتی

که می شود دیده z(۴) + ٢z′′ + z = teit معادله در z(t) دادن قرار با اکنون نمی شوند. ظاهر

eit[q(۴)(t) + ۴iq(٣)(t)− ۴q′′(t)] = teit.

داریم بالا معادله در آن دادن قرار با و q(t) = At٣ +Bt٢ پس

∀ t ٢۴iA− ٢۴At− ٨B = t

پس .y٢ = z−z
٢i طرفی از .B = − i

٨ و A = − ١
٢۴ درنتیجه و

y٢ = − t٣

٢۴
sin t− t٢

٨
cos t.

.y٢ محاسبه برای نمره ٢ مجموع در

است. زیر به صورت معادله عمومی جواب نهایت در

c١ sin t+ c٢ cos t+ c٣t sin t+ c۴t cos t+ (t٢ − ۴) +
[
− t٣

٢۴
sin t− t٢

٨
cos t

]
نهایی. جواب محاسبه برای نمره ١ مجموع در

است. قبول قابل دیگر، درست پاسخ هر *

بگیرید درنظر را زیر معادله . ٢

x′(t) = xα(t), x(٠) = ٠.

٢



نمره) ١٠) چرا؟ دارد؟ یکتا جواب بالا معادله ٠ < α < ١ برای آیا الف)

قضیه یکتایی قسمت از نمی توان پس نیست. پیوسته x = ٠ در ∂
∂xx

α = αxα−١ ،α ∈ (٠, ١) برای پاسخ.

که باشد جوابی x(t) اگر آن بر افزون می کند. صدق معادله در صفر ثابت تابع روشنی به کرد. استفاده یکتایی و وجود

داریم ،x(t) ̸= ٠ باشیم داشته t > a برای و صفر برابر t ∈ [٠, a] برای

x′

xα
= ١ ⇐⇒ x−α+١

−α+ ١

∣∣∣t
a
= t− a

=⇒ x(t) = [(١ − α)(t− a)]
١

١−α .

این پس هستند. متفاوت باهم مختلف a برای که یافتیم معادله برای جواب یک a ≥ ٠ هر برای دیگر به عبارت

ندارد. یکتا جواب اولیه شرط این با معادله

می کند. نقض را جواب یکتایی تنهایی به شده، داده اولیه شرط با معادله برای متفاوت جواب دو معرفی البته

شود. داده نشان را جواب نبودن یکتا درست استدلال با اینکه برای نمره ١٠ مجموع در

است. قبول قابل دیگر، درست پاسخ هر *

نمره) ١٠) آورید. به دست را معادله این جوابهای همه α ≥ ١ برای ب)

یکتایی و وجود قضیه از می توان پس است. پیوسته x = ٠ در ∂
∂xx

α = αxα−١ ،α ∈ [١,+∞) برای پاسخ.

است. صفر ثابت تابع معادله جواب تنها پس می کند. صدق معادله در صفر ثابت تابع روشنی به کرد. استفاده

یکتاست. جواب اینکه و جواب آوردن به دست برای نمره ١٠ مجموع در

است. قبول قابل دیگر، درست پاسخ هر *

را باشد شده تعریف R کل روی که معادله این از y(x) جواب یک بگیرید. نظر در را x٢ + y = xy′ اول مرتبه معادله . ٣

نمره) ٢٠) یکتاست؟ جواب این آیا .y(١) = ٢ به طوریکه بیابید

می کنیم. امتحان آن حل برای را x برحسب ساز انتکرال عامل نیست، کامل معادله چون پاسخ.

∂
∂y [(x

٢ + y)µ(x)] = µ(x)

∂
∂x [−xµ(x)] = −µ(x)− xµ′(x)

∂
∂y [(x

٢ + y)µ(x)] = ∂
∂x [−xµ(x)]

 =⇒ −µ(x)− xµ′(x) = µ(x)

=⇒ xµ′(x) + ٢µ(x) = ٠.

ساز انتگرال عامل این با پس شود. گرفته بکار ساز انتگرال عامل عنوان به می تواند µ(x) = ١
x٢ ،x ̸= ٠ فرض با پس

داریم

∂
∂xF (x, y) = (x٢ + y)µ(x) = ١ + y

x٢

∂
∂yF (x, y) = − ١

x

 =⇒ F (x, y) =

∫
−١
x
dy =

−y

x
+ f(x)

=⇒ ١ +
y

x٢ =
∂

∂x
F (x, y) =

y

x٢ + f ′(x) =⇒ ١ = f ′(x) =⇒ f(x) = x+ k

=⇒ F (x, y) = x− y

x
= c. (x ̸= ٠)

٣



موضعی). (جواب جواب آوردن به دست برای نمره ١٠ مجموع در

y٠ و x٠ ̸= ٠ اولیه شرط هر برای جوابها جواب، یکتایی و وجود قضیه طبق ،(−∞, ٠) و (٠,+∞) بازه در بالا حل راه

به صورت بررسی) مورد ناحیه (در

x− y

x
= x٠ −

y٠

x٠
= c ⇐⇒ y = x٢ − cx

داریم. را پایین تساوی y = ٢ و x = ١ اولیه شرط با اکنون بود. خواهند

x− y

x
= c = ١ − ٢

١
= −١

از است. y = x٢ + x به صورت x > ٠ ناحیه در جواب پس است، شده داده مثبت زمان در اولیه شرط اینکه به توجه با

نیز مبدا در y تابع باید پس داد. قرار را x = ٠ مقدار x٢ + y = xy′ طرفین در بتوان باید معادله، خود به باتوجه طرفی

که کنیم پیدا را مناسبی c باید هستیم R بر معادله از جوابی به دنبال اگر نتیجه در باشد. مشتق پذیر

−c = ٢x− c|x=٠ = y′−(٠) = y′+(٠) = ٢x+ ١|x=٠ = ١ =⇒ c = −١.

یکتاست. درنتیجه و y = x٢ + x همان سرتاسری جواب پس

سرتاسری. جواب آوردن به دست برای نمره ١٠ مجموع در

است. قبول قابل دیگر، درست پاسخ هر *

ضابطه های با برداری تابع دو دهید نشان . ۴ et

sin t

 ,

et sin t

cos٢ t


درایه های که دارد وجود X ′(t) = A(t)X(t) مانند اولی مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه آیا هستند. خطی مستقل

آن اساسی جواب ماتریس و باشند پیوسته R در A(t) ماتریس et et sin t

sin t cos٢ t


نمره) ١٠) باشد؟

می کنیم فرض منظور این برای می کنیم. ثابت را برداری تابع دو خطی استقلال ابتدا پاسخ.

∀ t A

 et

sin t

+B

et sin t

cos٢ t

 =

٠

٠

 .

⇐⇒ ∀ t

 et et sin t

sin t cos٢ t

A

B

 =

٠

٠


۴



طرفی از

W (t) := det

 et et sin t

sin t cos٢ t

 = et cos ٢t

دو خطی استقلال معنای به این و باشند صفر دو هر باید B و A باید پس .W (t) ̸= ٠ ،k ∈ Z که t ̸= (٢k+١)π
۴ برای

است. سوال نظر مورد برداری تابع

برداری. تابع دو این خطی استقلال دادن نشان برای نمره ۵ مجموع در

درایه های با X ′(t) = A(t)X(t) خطی دستگاه یک جوابهای خطی، مستقل و برداری تابع دو این اگر دیگر طرفی از

ناصفر جا هیچ یا صفر همیشه بالا، قسمت W تابع همان یا دو آن رونسکین باید آبل قضیه طیق باشد، R بر A(t) پیوسته

اما باشد.

 t ̸= (٢k+١)π
۴ , k ∈ Z W (t) ̸= ٠

t = (٢k+١)π
۴ , k ∈ Z W (t) = ٠.

برداری تابع دو این که ندارد وجود R بر A(t) پیوسته درایه های با X ′(t) = A(t)X(t) دیفرانسیل معادلات دستگاه پس

باشند. آن جوابهای

ندارد. وجود دیفرانسیلی معادله چنین شود ثابت درست برهان با اینکه برای نمره ۵ مجموع در

است. قبول قابل دیگر، درست پاسخ هر *

اولیه شرط با اول مرتبه دیفرانسیل معادله دستگاه . ۵
x′(t)

y′(t)

z′(t)

 =


١ ٢ ٠

٢ ١ ٣

٠ ٣ ١



x(t)

y(t)

z(t)

 ,


x(٠)

y(٠)

z(٠)

 =


٧

٠

−٢


نمره) ٢٠) کنید. حل را

می کنیم. محاسبه را سوال نظر مورد ماتریس ویژه مقادیر ابتدا پاسخ.

det


١ − λ ٢ ٠

٢ ١ − λ ٣

٠ ٣ ١ − λ

 = (١ − λ)
[
(١ − λ)٢ − ٩

]
− ٢ × ١)٢ − λ)

= (١ − λ)
[
(١ − λ)٢ − ١٣

]
= ٠

=⇒ λ١ = ١, λ٢ = ١ +
√

١٣, λ٣ = ١ −
√

١٣

ویژه. مقادیر آوردن به دست برای نمره ۶ مجموع در

۵



می پردازیم. مقادیر این ویژه برداری محاسبه به بعدی به گام در

داریم λ١ = ١ برای
٠ ٢ ٠

٢ ٠ ٣

٠ ٣ ٠



v١

v٢

v٣

 =


٠

٠

٠

 .

داریم λ٢ = ١ +
√

١٣ برای باشد. ξ١ :=


٣

٠

−٢

 بردار می تواند آن با متناظر ویژه بردار برای کاندید یک پس


−
√

١٣ ٢ ٠

٢ −
√

١٣ ٣

٠ ٣ −
√

١٣



v١

v٢

v٣

 =


٠

٠

٠

 .

داریم λ١ = ١ −
√

١٣ برای باشد. ξ١ :=


٢

√
١٣

٣

 بردار می تواند آن با متناظر ویژه بردار برای کاندید یک پس


√

١٣ ٢ ٠

٢
√

١٣ ٣

٠ ٣
√

١٣



v١

v٢

v٣

 =


٠

٠

٠

 .

باشد. ξ١ :=


٢

−
√

١٣

٣

 بردار می تواند آن با متناظر ویژه بردار برای کاندید یک پس

ویژه. برداری آوردن به دست برای نمره ۶ مجموع در

به صورت عمومی جواب پس
٣

٠

−٢

 c١e
t +


٢

√
١٣

٣

 c٢e
(١+

√
١٣)t +


٢

−
√

١٣

٣

 c٣e
(١−

√
١٣)t

=


٣ ٢ ٢

٠
√

١٣ −
√

١٣

−٢ ٣ ٣



et ٠ ٠

٠ e(١+
√

١٣)t ٠

٠ ٠ e(١−
√

١٣)t



c١

c٢

c٣



۶



داریم اولیه شرط به توجه با اکنون است.
٣ ٢ ٢

٠
√

١٣ −
√

١٣

−٢ ٣ ٣



c١

c٢

c٣

 =


٧

٠

−٢

 .

=⇒ c٣ = c٢ =⇒

 ٣c١ + ۴c٢ = ٧

−٢c١ + ۶c٢ = −٢
=⇒ c١ =

٢۵
١٣

, c٢ =
۴
١٣

.

.c٣ و c٢ و c١ ضرایب محاسبه برای نمره ۶ مجموع در

بود. خواهد زیر به صورت آخر جواب پس

X(t) =


x(t)

y(t)

z(t)

 =
٢۵
١٣

et


٣

٠

−٢

+
۴
١٣

e(١+
√

١٣)t


٢

√
١٣

٣

+
۴
١٣

e(١−
√

١٣)t


٢

−
√

١٣

٣


نهایی. جواب برای نمره ٢ مجموع در

است. قبول قابل دیگر، درست پاسخ هر *

صدق آن در خمها این که بیابید را دیفرانسیل معادله بگیرید. درنظر را y = cx٢ + ١
c خمهای دسته c ∈ R− {٠} برای . ۶

دارد؟ نیز دیگری جواب y = ٢x تابع و خمها این از غیر به آورده اید به دست که دیفرانسیلی معادله آیا کنند.

نمره) ١٠)

پاسخ.

y = cx٢ +
١
c

=⇒ y′ = ٢cx

داریم می کنیم. حذف را c ،x, c ̸= ٠ فرض با

c =
y′

٢x
=⇒ y =

y′

٢x
x٢ +

٢x
y′

=⇒ ٢yy′ = x(y′)٢ + ۴x.

دیفرانسیل. معادله آوردن به دست برای نمره ۵ مجموع در

است. قبول باشد صحیح که دیگری معادله *هر

می کنند. صدق معادله این در c ̸= ٠ برای y = cx٢ + ١
c توابع همه که کنید توجه

هم y = −٢x تابع تقارن، بنابر است. مربوطه منحنی دسته پوش و می کند صدق معادله در y = ٢x که کنید توجه همچنین

است. جواب یک پس می کند. صدق معادله در

دیگر. جواب آوردن به دست برای نمره ۵ مجموع در

است. قبول قابل آورند به دست دیگر جواب یک روشی هر به *

باشید موفق

٧


