
تمرینها چهارم سری

مهندس ریاض درس

٩٩ پاییز

تعال بسمه

کنید. حل فوریه تبدیل روش از استفاده با را زیر اولیه مقدار مسائل ١ سوال

الف) •

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

𝑡𝑢 + 𝑢 = ۰ , 𝑡 > ۰ , −∞ < 𝑥 < ∞

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑓(𝑥) −∞ < 𝑥 < ∞

است. ℝ روی پیوسته تابع 𝑓 آن در که

ب) •

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

𝑢 = 𝑒 𝑢 , 𝑡 > ۰ , −∞ < 𝑥 < ∞

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑒 −∞ < 𝑥 < ∞

ج) •

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑢 − ۴𝑢 + ۳𝑢 = ۰ , 𝑡 > ۰ , −∞ < 𝑥 < ∞

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑓(𝑥) −∞ < 𝑥 < ∞

𝑢 (𝑥, ۰) = 𝑔(𝑥) −∞ < 𝑥 < ∞

هستند. ℝ روی پیوسته توابع 𝑓, 𝑔 آن در که

د) •

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

𝑢 = 𝑐۲𝑢 + 𝑘𝑢 , 𝑡 > ۰ , −∞ < 𝑥 < ∞

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑓(𝑥) −∞ < 𝑥 < ∞



باشد. داشته وجود 𝑓 فوریه تبدیل کنید فرض است. ℝ روی پیوسته تابع 𝑓 آن در که

آورید: بدست را زیر اولیه مقدار مرزی- مقدار مسئله جواب باشد. [۰, ۱] بازه روی پیوسته توابع 𝑓, 𝑔 کنید فرض ٢ سوال

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑢 = 𝑢 + 𝑒 ۲ 𝑔(𝑥) , 𝑡 > ۰ , ۰ < 𝑥 < ۱

𝑢 (۰, 𝑡) = ۰ 𝑡 > ۰

𝑢 (۱, 𝑡) = ۰ 𝑡 > ۰

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑓(𝑥) ۰ < 𝑥 < ۱

قرار باشند. مثبت اعدادی 𝑎, 𝑏 کنید فرض ل) ش مستطیل ای ناحیه روی لاپلاسین برای ویژه مقدار (مسئله الف) • ٣ سوال

آورید. بدست را زیر مسئله ویژه بردارهای و ویژه مقادیر .Ω = (۰, 𝑎) × (۰, 𝑏) دهید

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

∇۲𝑢 + 𝜆𝑢 = ۰ (𝑥, 𝑦) ∈ Ω

𝑢(𝑥, 𝑦) = ۰ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω

مستطیل Ω کنید فرض باشند. مثبت اعدادی 𝑎, 𝑏, 𝑐 کنید فرض ل) ش مستطیل ای ناحیه روی موج (انتشار ب) •

مقدار مسئله جواب باشند. Ω روی پیوسته توابع 𝑓, 𝑔 کنید فرض .Ω = (۰, 𝑎) × (۰, 𝑏) یعن باشد 𝑎, 𝑏 اضلاع با

آورید. بدست را زیر اولیه مقدار مرزی-

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑢 = 𝑐۲∇۲𝑢 , 𝑡 > ۰ , (𝑥, 𝑦) ∈ Ω

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ۰ 𝑡 > ۰ , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑓(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦) ∈ Ω

𝑢 (𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑔(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦) ∈ Ω

مستطیل Ω فرضکنید باشند. مثبت اعدادی 𝑎, 𝑏, 𝑐 فرضکنید ل) ش مستطیل ای ناحیه روی حرارت (انتقال ج) •

مقدار مسئله جواب باشند. Ω روی پیوسته تابع 𝑓 کنید فرض .Ω = (۰, 𝑎) × (۰, 𝑏) یعن باشد 𝑎, 𝑏 اضلاع با

آورید. بدست را زیر اولیه مقدار مرزی-

٢



⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑢 = 𝑐۲∇۲𝑢 , 𝑡 > ۰ , (𝑥, 𝑦) ∈ Ω

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ۰ 𝑡 > ۰ , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑓(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦) ∈ Ω

ℝ در 𝑟 شعاع و مبدا مرکز به دیس 𝐷(۰, 𝑟) کنید فرض ( دیس روی لاپلاسین برای ویژه مقدار (مسئله الف) • ۴ سوال

آورید. بدست را زیر مسئله ویژه بردارهای و ویژه مقادیر باشد.

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

∇۲𝑢 + 𝜆𝑢 = ۰ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷(۰, 𝑟)
𝜕𝑢
𝜕𝑛 = ۰ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝐷(۰, 𝑟)

باشد. م است) شعاع راستای در (که 𝐷(۰, 𝑟) مرز روی سو برون ه ی نرمال بردار �⃗� آن در که

کنید. استفاده قطب مختصات از پیشنهاد:

𝑓, 𝑔 کنید فرض باشد. ℝ در 𝑟 شعاع و مبدا مرکز به دیس 𝐷(۰, 𝑟) کنید فرض ( دیس روی موج (انتشار ب) •

بیابید. را زیر اولیه مرزی-مقدار مقدار مسئله جواب باشد. مثبت عددی 𝑐 و باشند 𝐷(۰, 𝑟) روی پیوسته توابع

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑢 = 𝑐۲∇۲𝑢 , 𝑡 > ۰ , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷(۰, 𝑟)
𝜕𝑢
𝜕𝑛 = ۰ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝐷(۰, 𝑟)

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑓(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷(۰, 𝑟)

𝑢 (𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑔(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷(۰, 𝑟)

𝑓 کنید فرض باشد. ℝ در 𝑟 شعاع و مبدا مرکز به دیس 𝐷(۰, 𝑟) کنید فرض ( دیس روی حرارت (انتقال ج) •

بیابید. را زیر اولیه مرزی-مقدار مقدار مسئله جواب باشد. مثبت عددی 𝑐 و باشند 𝐷(۰, 𝑟) روی پیوسته تابع

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑢 = 𝑐۲∇۲𝑢 , 𝑡 > ۰ , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷(۰, 𝑟)
𝜕𝑢
𝜕𝑛 = ۰ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝐷(۰, 𝑟)

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑓(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷(۰, 𝑟)

٣



از: است عبارت لاپلاسین مختصاتقطب در یادآوری:

∇۲𝑢 = 𝜕۲𝑢
𝜕𝑟۲ + ۱

𝑟
𝜕𝑢
𝜕𝑟 + ۱

𝑟۲
𝜕۲𝑢
𝜕𝜃۲

در 𝑟 شعاع و مبدا مرکز به گوی 𝐵(۰, 𝑟) کنید فرض بعدی) سه گوی در لاپلاسین برای ویژه مقدار (مسئله الف) • ۵ سوال

آورید. بدست را زیر مسئله ویژه بردارهای و ویژه مقادیر باشد. ℝ

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

∇۲𝑢 + 𝜆𝑢 = ۰ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵(۰, 𝑟)
𝜕𝑢
𝜕𝑛 = ۰ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝐵(۰, 𝑟)

باشد. م است) شعاع راستای در (که 𝐵(۰, 𝑟) مرز روی سو برون ه ی نرمال بردار �⃗� آن در که

کنید استفاده مختصاتکروی از پیشنهاد:

کنید فرض باشد. ℝ در 𝑟 شعاع و مبدا مرکز به گوی 𝐵(۰, 𝑟) کنید فرض بعدی) سه گوی در موج (انتشار ب) •

کنید. حل را زیر اولیه مرزی-مقدار مقدار مسئله باشد. مثبت عددی 𝑐 و 𝐵(۰, 𝑟) روی پیوسته توابع 𝑓, 𝑔

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑢 = 𝑐۲∇۲𝑢 , 𝑡 > ۰ , (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐵(۰, 𝑟)
𝜕𝑢
𝜕𝑛 = ۰ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝜕𝐵(۰, 𝑟)

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐵(۰, 𝑟)

𝑢 (𝑥, 𝑦, , 𝑧۰) = 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐵(۰, 𝑟)

کنید فرض باشد. ℝ در 𝑟 شعاع و مبدا مرکز به گوی 𝐵(۰, 𝑟) کنید فرض بعدی) سه گوی در حرارت (انتقال ج) •

کنید. حل را زیر اولیه مرزی-مقدار مقدار مسئله باشد. مثبت عددی 𝑐 و 𝐵(۰, 𝑟) روی پیوسته تابع 𝑓

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑢 = 𝑐۲∇۲𝑢 , 𝑡 > ۰ , (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐵(۰, 𝑟)
𝜕𝑢
𝜕𝑛 = ۰ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝜕𝐵(۰, 𝑟)

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵(۰, 𝑟)

از: است عبارت لاپلاسین مختصاتکروی در یادآوری:

∇۲𝑢 = 𝜕۲𝑢
𝜕𝑟۲ + ۲

𝑟
𝜕𝑢
𝜕𝑟 + ۱

𝑟۲ (
𝜕۲𝑢
𝜕𝜃۲ + cot 𝜃𝜕𝑢

𝜕𝜃 + csc۲ 𝜃𝜕۲𝑢
𝜕𝜙۲ )

۴



کنید: فرض ل) ش ای استوانه ناحیه در لاپلاسین ویژه مقدار (مسئله الف) • ۶ سوال

𝐶 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ ∶ 𝑥۲ + 𝑦۲ ≤ 𝑟۲, ۰ < 𝑧 < 𝑎}

آورید. بدست را زیر مسئله ویژه بردارهای و ویژه مقادیر

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

∇۲𝑢 + 𝜆𝑢 = ۰ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶
𝜕𝑢
𝜕𝑛 = ۰ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝐶

است. 𝐶 مرز روی سو برون نرمال بردار �⃗� آن در که

کنید استفاده ای استوانه مختصات از پیشنهاد:

عددی 𝑐 و باشد شده تعریف (الف) قسمت همانند 𝐶 کنید فرض ل) ش ای استوانه ناحیه در موج (انتشار ب) •

کنید. حل را زیر اولیه مرزی-مقدار مقدار مسئله باشند. 𝐶 روی پیوسته توابع 𝑓, 𝑔 و مثبت

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑢 = 𝑐۲∇۲𝑢 , 𝑡 > ۰ , (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐶
𝜕𝑢
𝜕𝑛 = ۰ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝜕𝐶

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐶

𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑧, ۰) = 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐶

عددی 𝑐 و باشد شده تعریف (الف) قسمت همانند 𝐶 کنید فرض ل) ش ای استوانه ناحیه در حرارت (انتقال ج) •

کنید. حل را زیر اولیه مرزی-مقدار مقدار مسئله باشند. 𝐶 روی پیوسته تابع 𝑓 و مثبت

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑢 = 𝑐۲∇۲𝑢 , 𝑡 > ۰ , (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐶
𝜕𝑢
𝜕𝑛 = ۰ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝜕𝐶

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶

از: است عبارت ای استوانه مختصات در لاپلاسین یادآوری:

∇۲𝑢 = 𝜕۲𝑢
𝜕𝜌۲ + ۱

𝜌
𝜕𝑢
𝜕𝜌 + ۱

𝜌۲
𝜕۲𝑢
𝜕𝜙۲ + 𝜕۲𝑢

𝜕𝑧۲

۵



کنید. حل را زیر اولیه مرزی-مقدار مقدار مسائل ٧ سوال

الف) •

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑢 = ۱
𝜋۲∇۲𝑢 , 𝑡 > ۰ , ۰ < 𝑥 < ۱ , ۰ < 𝑦 < ۱

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑢(۱, 𝑦, 𝑡) = ۰ 𝑡 > ۰ , ۰ < 𝑦 < ۱

𝑢(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑢(𝑥, ۱, 𝑡) = ۰ 𝑡 > ۰ , ۰ < 𝑥 < ۱

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝑥(۱ − 𝑥)𝑦(۱ − 𝑦) ۰ < 𝑥 < ۱ , ۰ < 𝑦 < ۱

ب) •

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑢 = ∇۲𝑢 , 𝑡 > ۰ , ۰ < 𝑥 < ۱ , ۰ < 𝑦 < ۱

𝑢(۰, 𝑦, 𝑡) = 𝑢(۱, 𝑦, 𝑡) = ۰ 𝑡 > ۰ , ۰ < 𝑦 < ۱

𝑢(𝑥, ۰, 𝑡) = 𝑢(𝑥, ۱, 𝑡) = ۰ 𝑡 > ۰ , ۰ < 𝑥 < ۱

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = sin(𝑥𝑦) cos(𝜋𝑥
۲

) sin 𝜋𝑦 ۰ < 𝑥 < ۱ , ۰ < 𝑦 < ۱

𝑢 (𝑥, 𝑦, ۰) = ۰ ۰ < 𝑥 < ۱ , ۰ < 𝑦 < ۱

کنید. حل را زیر اولیه مرزی-مقدار مقدار مسائل ٨ سوال

الف) •

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑢 = ۴∇۲𝑢 , 𝑡 > ۰ , 𝑥۲ + 𝑦۲ ≤ ۱

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ۰ 𝑡 > ۰ , 𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = ۱ − 𝑥۲ − 𝑦۲ 𝑥۲ + 𝑦۲ ≤ ۱

𝑢 (𝑥, 𝑦, ۰) = ۱ 𝑥۲ + 𝑦۲ ≤ ۱

۶



ب) •

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑢 = ∇۲𝑢 , 𝑡 > ۰ , 𝑥۲ + 𝑦۲ ≤ ۱

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ۰ 𝑡 > ۰ , 𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = 𝐽۰(𝛼۳𝑟) 𝑥۲ + 𝑦۲ ≤ ۱

𝑢 (𝑥, 𝑦, ۰) = ۱ − 𝑟۲ 𝑥۲ + 𝑦۲ ≤ ۱

هستند. 𝑟۲ = 𝑥۲ + 𝑦۲ و 𝐽۰ مثبت ریشه سومین 𝛼۳ و صفر مرتبه بسل تاب 𝐽۰ آن در که

ج) •

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑢 = ۴∇۲𝑢 , 𝑡 > ۰ , 𝑥۲ + 𝑦۲ ≤ ۱

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ۰ 𝑡 > ۰ , 𝑥۲ + 𝑦۲ = ۱

𝑢(𝑥, 𝑦, ۰) = (۱ − 𝑟۲)𝑟۲ sin ۲𝜃 𝑥۲ + 𝑦۲ ≤ ۱

𝑢 (𝑥, 𝑦, ۰) = ۰ 𝑥۲ + 𝑦۲ ≤ ۱

یرید: ب نظر در را زیر اولیه مقدار مسئله ٩ سوال

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝑢 = 𝑐۲𝑢 + 𝑓(𝑥, 𝑡) , 𝑡 > ۰ , −∞ < 𝑥 < ∞

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑔(𝑥) −∞ < 𝑥 < ∞

𝑢 (𝑥, ۰) = ℎ(𝑥) −∞ < 𝑥 < ∞

شود. م حاصل زیر رابطه طریق از فوق مسئله جواب دهید نشان ذاری جای از استفاده با

𝑢(𝑥, 𝑡) = ۱
۲
[𝑔(𝑥 + 𝑐𝑡) + 𝑔(𝑥 − 𝑐𝑡)] + ۱

۲𝑐 ℎ(𝜒)𝑑𝜒 + ۱
۲𝑐 ۰

𝑓(𝜒, 𝑠)𝑑𝜒𝑑𝑠

٧


