
خ  دا ن  ام ب  ه
۲ ری  اض  ی ت  م  ری  ن ه  ای اوّل س  ری

ک  ن  ی  د: ت  ع  ی  ی  ن را ص  ف  ح  ه ه  ا از زی  ر زوج ه  ای ان  ط  ب  اق) ی  ا ت  وازی، ت  ن  اف  ر، (ت  ق  اط  ع، ن  س  ب  ی وض  ع  ی  ت . ۱ م  س  ئ  ل  ه

ص  ف  ح  ات :ℝ۴ در آ)

𝑒۱, 𝑒۲ + 𝑒۳ ، (۰, ۱, −۱, ۲) + 𝑒۲ − 𝑒۴, 𝑒۱ + 𝑒۳.

ص  ف  ح  ات :ℝ۴ در ب)

(−۱, ۱, ۲, ۱) + 𝑒۱ + 𝑒۲ − 𝑒۳, 𝑒۴ ، (۰, ۱, ۲, −۱) + 𝑒۱ + 𝑒۲, 𝑒۳ + 𝑒۴.

ص  ف  ح  ات :ℝ۴ در ج)

(۱, ۱, −۱, ۲) + 𝑒۱ + 𝑒۳, 𝑒۲ + 𝑒۳ − 𝑒۴ ، ۲𝑒۱ − 𝑒۲ + 𝑒۳ + 𝑒۴, 𝑒۳ + 𝑒۴.

ص  ف  ح  ات :ℝ۵ در د)

(۱, ۱, ۱, −۱, ۱)+−𝑒۱+𝑒۲, 𝑒۳−۲𝑒۴+۳𝑒۵ ، (۰, ۱, ۰, −۱, ۲)+𝑒۱+۳𝑒۲−𝑒۴, 𝑒۳+𝑒۵.

خ  ی  ر: ی  ا م  وازی ان  د ش  ده داده ص  ف  ح  هٔ و خ  ط ک  ن  ی  د ت  ع  ی  ی  ن م  ورد ه  ر در . ۲ م  س  ئ  ل  ه

راس  ت خ  ط :ℝ۴ در آ)
(۱, ۰, ۲, −۱) + 𝑒۱ + 𝑒۲ + 𝑒۳ + ۲𝑒۴

ص  ف  ح  هٔ و
۲𝑒۱ + 𝑒۲, 𝑒۳ − 𝑒۴.

راس  ت خ  ط :ℝ۵ در ب)
(−۱, ۰, ۱, −۱, ۰)

ص  ف  ح  هٔ و
(۲,۳, ۰, −۱, −۱) + 𝑒۱ + ۲𝑒۲ − 𝑒۳, 𝑒۲ − 𝑒۴ + 𝑒۵.

ص  ف  ح  هٔ ب  ه ن  س  ب  ت ب  اش  د م  وازی ℝ۴ در 𝑒۱ − 𝑒۲, 𝑒۳ + 𝑒۴ ص  ف  ح  هٔ ب  ا ک  ه ص  ف  ح  ه ای ه  ر ده  ی  د ن  ش  ان . ۳ م  س  ئ  ل  ه
م  ی ک  ن  د. ق  ط  ع راس  ت خ  ط ی  ک در را آن ی  ا اس  ت م  ت  ن  اف  ر 𝑒۱, 𝑒۲

۱



ق  ط  ع ن  ق  ط  ه ی  ک در را 𝑒۱, 𝑒۲ ص  ف  ح  هٔ ℝ۴ در 𝑒۱ + ۲𝑒۳, 𝑒۲ − 𝑒۴ ب  ا م  وازی ص  ف  ح  هٔ ه  ر ده  ی  د ن  ش  ان . ۴ م  س  ئ  ل  ه
م  ی ک  ن  د.

م  ی ک  ن  ن  د. ق  ط  ع ۰ ن  ق  ط  ه ت  ک در را ی  ک  دی  گ  ر ℝ۴ در 𝑒۱, 𝑒۲ ص  ف  ح  هٔ و 𝑒۳ راس  ت خ  ط . ۵ م  س  ئ  ل  ه

ت  ه  ی 𝑒۱, 𝑒۲ ص  ف  ح  هٔ ب  ا اش  ت  راک  ش  ان ک  ه دارن  د وج  ود ℝ۴ در 𝑒۳ م  وازی خ  ط  وط  ی ده  ی  د ن  ش  ان آ)
اس  ت.

ص  ف  ح  ه ای آی  ا م  ی ک  ن  ن  د. ق  ط  ع ۰ ن  ق  ط  ه ت  ک در را ی  ک  دی  گ  ر ℝ۴ در 𝑒۱, 𝑒۲ و 𝑒۳, 𝑒۴ ص  ف  ح  ه ه  ای ب)
ب  اش  د. ت  ه  ی 𝑒۱, 𝑒۲ ص  ف  ح  هٔ ب  ا اش  ت  راک  ش ک  ه دارد وج  ود ℝ۴ در 𝑒۳, 𝑒۴ م  وازی

ℝ۵ در 𝑒۳, 𝑒۴ م  وازی ص  ف  ح  ه ای آی  ا ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در ℝ۵ در را 𝑒۱, 𝑒۲ و 𝑒۳, 𝑒۴ ص  ف  ح  ات ج)
ب  اش  د؟ ت  ه  ی 𝑒۱, 𝑒۲ ص  ف  ح  هٔ ب  ا اش  ت  راک  ش ک  ه دارد وج  ود

خ  ط  ی: واب  س  ت  ه ی  ا اس  ت خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ش  ده داده م  ج  م  وع  هٔ ک  ه ک  ن  ی  د ت  ح  ق  ی  ق م  ورد ه  ر در . ۶ م  س  ئ  ل  ه

.ℝ۳ در {(۱, −۱, ۲), (−۱, ۰, ۱), (۱, ۱, ۰)} م  ج  م  وع  هٔ آ)

.ℝ۴ در {(۱, ۰, ۰, ۱), (۱, ۰, ۱, ۰), (۱, ۱, ۰, ۰)} م  ج  م  وع  هٔ ب)

.ℝ۴ در {(۰,۳, ۱, ۱), (۲, ۱, ۱, ۰), (۱, −۱, ۰, ۲)} م  ج  م  وع  هٔ ج)

𝑛 ب  رای را ف  رد و زوج ح  ال  ت (دو ℝ𝑛 در {𝑒۱ + 𝑒۲, 𝑒۲ + 𝑒۳,⋯ , 𝑒𝑛−۱ + 𝑒𝑛, 𝑒𝑛 + 𝑒۱} م  ج  م  وع  هٔ د)
ک  ن  ی  د.) ب  ررس  ی

و اس  ت ،𝑛 ≥ 𝑘 ب  ه ازای ،ℝ𝑛 ع  ن  اص  ر از م  ج  م  وع  ه ای 𝑘 ≥ ۳ ب  ه ازای {𝑣۱, 𝑣۲,⋯ , 𝑣𝑘} ک  ن  ی  د ف  رض . ۷ م  س  ئ  ل  ه
دارد: را زی  ر وی  ژگ  ی ه  ای

اس  ت. خ  ط  ی واب  س  ت  هٔ ی  ک ه  ر {𝑣۲,⋯ , 𝑣𝑘} و {𝑣۱, 𝑣۲,⋯ , 𝑣𝑘−۱} •

اس  ت. خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل {𝑣۲,⋯ , 𝑣𝑘−۱} •

اس  ت. خ  ط  ی واب  س  ت  ه {𝑣۱, 𝑣۲,⋯ , 𝑣𝑘} از 𝑘) ت  ای  ی − ۱) زی  رم  ج  م  وع  هٔ ه  ر ده  ی  د ن  ش  ان

ب  ی  اوری  د: ℝ۵ در م  ث  ال  ی زی  ر م  وارد از ی  ک ه  ر ب  رای . ۸ م  س  ئ  ل  ه

راس  ت. خ  ط ی  ک ب  ه ص  ورت اش  ت  راک  ی ب  ا ب  ع  دی دو ف  ض  ای زی  ر ی  ک و ب  ع  دی س  ه زی  رف  ض  ای ی  ک آ)

م  ت  ن  اف  ر. ب  ع  دی دو ف  ض  ای زی  ر ی  ک و ب  ع  دی س  ه زی  رف  ض  ای ی  ک ب)
۲



م  وازی. ب  ع  دی چ  ه  ار ف  ض  ای زی  ر ی  ک و راس  ت خ  ط ی  ک ج)

ف  ض  ای زی  ر ده  ی  د ن  ش  ان .𝑛 ≥ 𝑘 + ۱ آن در ک  ه ب  اش  ن  د ℝ𝑛 در ن  ق  اط  ی {𝑃۱,⋯ ,𝑃𝑘+۱} ک  ن  ی  د ف  رض . ۹ م  س  ئ  ل  ه
م  س  ت  وی ف  ض  ای زی  ر ه  ی  چ اگ  ر اس  ت. {𝑃۱,⋯ ,𝑃𝑘+۱} ش  ام  ل ک  ه دارد وج  ود ℝ𝑛 از 𝐸 𝑘ب  ع  دی م  س  ت  وی
𝐸 ده  ی  د ن  ش  ان ب  اش  د. {𝑃۱,⋯ ,𝑃𝑘+۱} ش  ام  ل ک  ه ب  اش  د ن  داش  ت  ه وج  ود 𝑘 از ک  وچ  ک ت  ر ب  ع  د ب  ا ℝ𝑛

ی  ک  ت  اس  ت.

ن  ش  ان اس  ت. ن  ق  ط  ه ای ت  ک ی  ک 𝐸۱ ∩ 𝐸۲ ک  ه ب  اش  ن  د ℝ𝑛 م  س  ت  وی زی  رف  ض  ای دو 𝐸۲ و 𝐸۱ ک  ن  ی  د ف  رض . ۱۰ م  س  ئ  ل  ه
ن  ی  س  ت. م  وازی 𝐸۲ در راس  ت  ی خ  ط ه  ی  چ ب  ا 𝐸۱ در راس  ت  ی خ  ط ه  ی  چ ده  ی  د

ب  اش  ن  د ℝ𝑛 ب  ع  دی 𝑙 م  س  ت  وی ف  ض  ای زی  ر ی  ک 𝐸۲ و ℝ𝑛 ب  ع  دی 𝑘 م  س  ت  وی ف  ض  ای زی  ر ی  ک 𝐸۱ ک  ن  ی  د ف  رض . ۱۱ م  س  ئ  ل  ه
م  ان  ن  د راس  ت خ  ط  ی و 𝐸۱ در 𝑙۱ چ  ون راس  ت خ  ط ده  ی  د ن  ش  ان .𝑙 ≥ ۱ و ،𝑘 > ۱ ،𝑘 + 𝑙 > 𝑛 ای  ن  ج  ا در ک  ه

اس  ت. 𝑙۲ م  وازی 𝑙۱ ک  ه دارن  د وج  ود 𝐸۲ در 𝑙۲

۳


