
ͳتعال بسمه

١٣٩۴ آبان ٢٨ تاریخ:

نیم و ساعت ٢ امتحان: مـدت

١-١۶ گروه های

اسماعیلͳ‐فیروزی‐مجتهدی

د৒ࡶජاീিࣱل ग़عادلات ঃیان ୃم اঃࣇحان
کنید: حل را زیر دیفرانسیل معادله ی (١۵نمره) .١

y
′ − y۲ = −۲xy + x۲

کرد. ͳبازنویس زیر صورت به مͳ توان را فوق معادله جواب.

y
′
= x۲ − ۲xy + y۲ = (x− y)۲

داشت خواهیم u := x− y متغیر تغییر اعمال با صورت این در

u
′
= ۱ − u۲.

داریم متغیرها جداسازی روش از استفاده با اکنون

du

(۱ − u)(۱ + u)
=

۱

۲
[

du

۱ − u
+

du

۱ + u
] = dx.

داریم فوق معادله طرفین از انتگرال گیری با

۱

۲
ln |۱ + u

۱ − u
| = x+ c

داشت uخواهیم = x− y جایΎذاری نهایتا و آمده بدست عبارت ساده سازی با

y = x+
۱ − e۲xc

۱ + e۲xc
.

آورید. بدست را زیر دیفرانسیل معادله ی ̥ͳعموم جواب (١۵نمره) .٢

ydx+ (۲x− yey)dy = ۰

۵ ١از صفحه



مͳ کنیم. ͳبررس را معادله بودن کامل ابتدا جواب.

۱ = My ̸= Nx = ۲

زیرا دارد y حسب بر سازی انتگرال عامل ͳول نیست کامل معادله

My −Nx

−M
=

۱

y
.

بنابرین شد. خواهد کامل جدید معادله y در معادله طرفین ضرب با .e
∫

۱
y
dy = y از است عبارت ساز انتگرال عامل این

که طوری به است موجود Ψ تابع

Ψx = M = y۲, Ψy = N = ۲xy − y۲ey.

داشت xخواهیم به نسبت اول معادله از گیری انتگرال با

Ψ(x, y) = xy۲ + h(y).

محاسبه مͳ آوریم(برای بدست زیر صورت به را h مجهول تابع ،N تابع با آن تساوی و y به نسبت Ψ از مشتق گیری با سپس

کنید). استفاده جز به جز انتگرال گیری از دوبار h انتگرال

h(y) = ey(−y۲ + ۲y − ۲).

از است عبارت معادله جواب نهایتا

Ψ(x, y) = xy۲ + ey(−y۲ + ۲y − ۲) = c.

کنید فرض همچنین باشند. y′′ + cos(t)y′ + ety = ۰ معادله ی جواب های از ͳاساس مجموعه ی {y۱, y۲} کنید فرض .٣

باشند.

{
y(۰) = ۰

y′(۰) = ۱
و

{
y(۰) = ۱

y′(۰) = −۲
او̷لی̍ه ی مقدار مسأله ها ی از جواب هایی ترتیب به ،y۱ − y۲ و ۲y۱ − y۲

آورید. به دست t = ۰ نقطه ی در را y۲ و y۱ رانس΋ین̥ مقدار (١٠نمره) (آ)

.

{
۲y۱(۰)− y۲(۰) = ۱

۲y′۱(۰)− y′۲(۰) = −۲
داریم: است،

{
y(۰) = ۱

y′(۰) = −۲
او̷لیˈه ی مقدار مسأله ی جواب ۲y۱−y۲ که آن جا از جواب.

.

{
y۱(۰)− y۲(۰) = ۰

y′۱(۰)− y′۲(۰) = ۱
داریم: است،

{
y(۰) = ۰

y′(۰) = ۱
او̷لی̍ه ی مقدار مسأله ی جواب y۱ − y۲ که آن جا از

داریم: ͳدومجهول و معادله دو دست گاه̃ دو }حال
۲y۱(۰)− y۲(۰) = ۱

y۱(۰)− y۲(۰) = ۰

{
۲y′۱(۰)− y′۲(۰) = −۲

y′۱(۰)− y′۲(۰) = ۱

۵ ٢از صفحه



داریم: دست گاه دو این حل ]با
y۱(۰) y۲(۰)
y′۱(۰) y′۲(۰)

]
=

[
۱ ۱
−۳ −۴

]
=⇒ W (y۱, y۲)(۰) = −۴ + ۳ = −۱

آورید. به دست t دل خواه̃ نقطه ی در را y۲ و y۱ رانس΋ین̥ مقدار (۵نمره) (ب)

داریم: آبل قضیه ی طبق جواب.

W (y۱, y۲)(t) = ce−
∫ t
۰ cos(s)ds = ce− sin(t)

بنابراین و c = −۱ گرفت نتیجه مͳ توان W (y۱, y۲)(۰) = −۱ که آن جا از حال

W (y۱, y۲)(t) = −e− sin(t)

است؟ y′ = sin(y) + t دیفرانسیل̥ معادله ی برای جهت میدان زیر اش΋ال از Έکدام ی (۵نمره) (آ) .۴
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t − ۱ و t + ۱ بین عددی با برابر ،y′ ͳیعن معادله جواب نمودار بر مماس خط̃ شیبِ که است معلوم معادله از جواب.

دارای که ͳجهت میدانِ تنها باشد. ٢ از بزرگتر عددی باید t > ۲ برای مماس، خط شیب که است این ͳمعن به این و مͳ باشد.

به توجˈه با (توضیح: مͳ دهد. نمایش را مذکور معادله ی جهت میدان (سوم) ش΋ل̥ پس است. سوم ش΋ل است، خاصیت این

است) سؤال این نمره ی ملاک تنها درست جواب نشده، خواسته دلیل ،΁پاس برایِ سؤال صورت در این که

در تابع (رفتار کنید. توصیف را y(۰) = −۵ او̷لیˈه ی مقدار مسأله ی جوابِ رفتار جهت، میدان روی از (۵نمره) (ب)

(±∞

میل +∞ سمت به ±∞ در مͳ گذرد، (۰,−۵) نقطه ی از که معادله از جوابی سوم، ش΋ل جهت میدان به توجه با جواب.

مͳ کند.

۵ ٣از صفحه



کنید. حل را زیر دیفرانسیل معادله (١۵نمره) .۵

dy

dx
=

x۲ + ۲y۲

۲xy

y(۱) = ۱

کرد. ͳبازنویس زیر صورت به مͳ توان را فوق معادله جواب.

y
′
=

۱ + ۲( y
x
)۲

۲ y
x

داشت خواهیم v := y
x

متغیر تغییر اعمال با صورت این در

y
′
= v + v

′
x =

۱ + ۲(v)۲

۲v
.

داریم متغیرها جداسازی روش از استفاده با اکنون

۲vdv =
dx

x
.

داریم فوق معادله طرفین از انتگرال گیری با

v۲ = ln |x|+ c

(x > ۰, y(۱) = ۱ > ۰ اینکه به توجه داشت(با vخواهیم := y
x

جایΎذاری نهایتا و آمده بدست عبارت ساده سازی با

y =
√
lnx+ ۱.

لازم شرط باشند. دوم مرتبه ̥ͳخط همΎن̥ معادله ی Έی برای جواب ها از ͳاساس مجموعه ی {y۱, y۲} کنید فرض (١٠نمره) .۶

را خود ادعای و بیابید را باشد معادله همان برای جواب ̥ͳاساس مجموعه ی {ay۱ + by۲, cy۱ + dy۲} این که برای ͳکاف و

کنید. ثابت

را cy۱ + dy۲ و ay۱ + by۲ رانس΋ین موضوع این اثبات ad.برای − bc ̸= ۰ که است این ͳکاف و لازم شرط جواب.

دارد: وجود محاسبه این برای زیر راه̃ دو مͳ کنیم. محاسبه

ثابت (با ماتریس ستون های از Έی هر روی دترمینان تابع که مͳ کنیم استفاده خاصیت این از محاسبات، در اول: حل راه

۵ ۴از صفحه



مͳ کند. عمل ͳخط صورت به ستون ها) دیΎر داشتن نگه

W (ay۱ + by۲, cy۱ + dy۲) =

∣∣∣∣ay۱ + by۲ cy۱ + dy۲

ay′۱ + by′۲ cy′۱ + dy′۲

∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣y۱ cy۱ + dy۲

y′۱ cy′۱ + dy′۲

∣∣∣∣+ b

∣∣∣∣y۲ cy۱ + dy۲

y′۲ cy′۱ + dy′۲

∣∣∣∣ =
= a

(
c

∣∣∣∣y۱ y۱

y′۱ y′۱

∣∣∣∣+ d

∣∣∣∣y۱ y۲

y′۱ y′۲

∣∣∣∣)+ b

(
c

∣∣∣∣y۲ y۱

y′۲ y′۱

∣∣∣∣+ d

∣∣∣∣y۲ y۲

y′۲ y′۲

∣∣∣∣) =

= ad×W (y۱, y۲)− bc×W (y۱, y۲) = (ad− bc)×W (y۱, y۲)

دوم:  حل ]راه
ay۱ + by۲ cy۱ + dy۲

ay′۱ + by′۲ cy′۱ + dy′۲

]
=

[
y۱ y۲

y′۱ y′۲

]
×
[
a c
b d

]
داریم: مͳ شود، توزیع ماتریس ها حصل ضرب روی دترمینان تابع این که به توجه با بنابراین

W (ay۱ + by۲, cy۱ + dy۲) =

∣∣∣∣ay۱ + by۲ cy۱ + dy۲

ay′۱ + by′۲ cy′۱ + dy′۲

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣y۱ y۲

y′۱ y′۲

∣∣∣∣× ∣∣∣∣a c
b d

∣∣∣∣ = W (y۱, y۲)(ad− bc)

زیر ماتریس دترمینانِ ̥ͳطولان محاسبات از استفاده با مستقیماً را W (ay۱ + by۲, cy۱ + dy۲) مقدار مͳ توان حلسوم: راه

نمͳ آوریم. این جا در را محاسبات این البته و مͳ رسیم نتیجه همان به هم باز که آورد دست ay۱∣∣∣∣به + by۲ cy۱ + dy۲

ay′۱ + by′۲ cy′۱ + dy′۲

∣∣∣∣

باشید. موفق

۵ ۵از صفحه


